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SELECTION RULES FOR DECAYS INTO SPIN 0 AND 
POLARIZED SPIN 1 PARTICLES DUE TO THE CON- 
SERVATION OF ANGULAR MOMENTUM AND PARITY 


Borivoj Jakšić, Zagreb 


Introduction 


The selection rules due to the conservation of angular mo- 
mentum and parity have usually been stated in a form taking no 
account of the state of polarization of decay particles. They inform 
us only about the non-existence of certain states with no reference 
to the state of polarization. It is obvious that, by considering states 
with a definite state of polarization, new selection rules may 
appear, depending on the polarization. It is the purpose of this 
paper to derive the list of these selection rules for decays into 
a number of polarized spin 0 and spin 1 particles. The method 
of constructing all possible wave functions will be used as already 
announced in the previous paper. It will be also used for calcu- 
lation of ordinary selection rules for the spin 0 and 1. 


Ž 1. Method of Calculation 


The method is simple: we have to construct all possible wave 
functions for n free particles in the centre-of-mass system 


(k2l1J np) (1) 
where J denotes the angular momentum, 7 the parity, p the state 
of polarization. The states|k 2) = | k® 2®,...,k@™ 1@) with 


ESO (2) 
i=1 
where k) and A denote the momentum and the state of polari- 
zation, respectively, of the i-th particle, represent the complete set 
of states for n particles in the centre-of-mass system. A simple 
- example will best illustrate what we are going to do. Let us take 
two spin 1 particles; then we have to consider the wave function 


<kAM,— KA? [Jnp > =e™ ) Ckiy,—kiz|J ap > (3) 
yy ly 


ne ee pre \ va 


where e* and e™ are the polarization vectors describing the 


i i 


spin of the first and the second particle, respectively. The equality | 
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(3) follows immediately from Sec. 1) of our previous paper. Accord- 
ing to (3) the polarization vector of any particle of the system 
appears only linearly and this important fact we have to keep in 
mind. Now the idea consists in constructing all possible wave 
functions for definite J’s using e%, e%) and k, remembering that 
the e’s appear linearly and the spherical harmonics Yj,m (m = 0, 
+1,..., + J) are homogeneous polynomials of the J-th order, 
transforming under rotations like a symmetrical traceless tensor 
ef rank J and representing a state of angular momentum J. The 
construction can easily be performed if we restrict ourselves to 
a few particles with the spin 0 and 1. For a greater number of 
particles or higher-spin particles the method is less manageable, 
but for most physical applications it is enough to consider the case 
of a few spin 0 and spin 1 particles. 


zake) 


2. Two-Boson Decays 


ay Dwo Spin: Partičiresš 


This is the simplest possibility since there is no spin. All wave 
functions belonging to J are given by a linear combination of 
the polynomials 


peg es WR f(k),  atfp+y=J, (4) 


where f(k)) is a scalar function, and e() (i= 1,2) is a scalar 
(pseudoscalar) if it describes a scalar (pseudoscalar) particle. It is 
now easy to obtain selection rules from (4). There is no restriction 
imposed upon J, so that any angular momentum can be realized. 
As for parity, it is given by 


q = (—1)°t8t7 & &2 =(—1)! nn 
where (5) 


no =(—1)% &,, s,=spin, ¢, = +1. 


Therefore there will be a selection rule due to the conservation 
of parity since for any J only the parity given by (5) can be realized 


1=—(—1)’ 1% forbidden for two spin 0 particles. (6) 


It is identical with the selection rule derived in the previous 
paper. If the particles are identical, the wave function must be 


symmetrical; it follows from (4) that J must be even. So we have 
the selection rule 


E 


—— I 
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J odd | forbidden for two identical 


J even, 7 = —1 


spin 0 particles. (0 
As there is no spin in this case the problem of polarization 
does not arise. 


beOme opin 0 and One Spin 1 Particle 


Here we have the polarization vector e, so that we shall have 
to deal with products of the type 


e e; k* KP k" sjed DUE (8) 


What we have to do now is to find out all possible reductions 
of (8) by using the three-dimensional antisymmetrical tensor ¢ «7 
and the tensor 6; x. This procedure will lead us to a certain number 
of fundamental forms, that cannot be increased. The rest is only 
a formal procedure: we have first to symmetrize them and then 
to make them traceless (what can be done by subtracting a certain 
linear combination of our fundamental forms). After such a treat- 
ment each form will represent a state of the angular momentum 
equal to the number of tensor indices of the form with the parity 
and the polarization as given by its main part. So, in practice, this 
procedure of symmetrization and subtraction to make them sym- 
metrical traceless tensors becomes superfluous. All physically inte- 
resting results can be obtained without performing them if we 
only keep in mind that J is to be taken equal to the number of 
tensor indices. : 


a) ThHe:massof the spin't particle M0 


There are three fundamental forms in our case 


ee k7KP RY (kl) : J=o+6+y+1=1,2,... 
due ese * (9a) 
1=—(—1) M % 
KEEP RY Ak): J= =0,1,... 
e(e-k) ke # MESO PEE pe’ (9b) 
1=—(—1) m7 : 
e(exXk)k? we KY f(\k i): J=a+8+HyH=1,2,... So 
1=(—D nn. 
From this list it follows that states with J =1,2,..., 7 = #1 
exist. The only state which does not appear is 
J=0, =" forbidden. (10) 


If the polarization is taken into account, new selection rules 
will appear and this is just what we are asking for. Here we are 
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not interested in ordinary selection rules for two-boson decays, 
since this problem has been considered in the most general form ~ 
in our previous paper. They are as follows 


|| k (long. polarization) 4 = (— 1)’, 92 forbidden 
(11) 
1L k (trans. polarization) 7 =0 forbidden . l 


A state with 7 = (—1)/ 7,7, cannot decay into one spin 0 
particle and one spin 1 longitudinally polarized particle. A state 
with J =0 cannot decay into one spin 0 particle and one spin 1 
transversally polarized particle. ; ' 


8) The massofthespin1lparticle M=0 


This is a special case of ay We drop (9b) since e- k=0. It 
follows from (11) 
J=0 forbidden (12) 


er 


~ 
ča Two gene eit and e of the first and the second particle, | 
respectively, will appear. The fundamental forms can be found 
without any difficulty by means of ein and dix. Apart from the 
.usual factor, they are given by 


ma 


CoS se Nees oo cal 
: L%e aes. ee) S loa. PCO XW), keels S 
Ko g i 


eee se is (ei eae, A ex, (2 xm, 


ae i” 
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tee e(? 
Z e) X e“) .k 
3. (ce). k)(e@ - k) 
4. (e) X e) 
PL o) Zi) e) (14) 
6. (e(7-k)(e X k) + (e?) -k)(e( x k) 


7. of 2 4 el) e 
i 2) J i 


go 


e (e X k) + o. (e! X k), 


to 


(e XB) (2 XW), + (CY Xb) (0 Xk). 


For two distinguishable particles the conclusions about the 
allowed states are as follows 


Case 1), 2), 3): J = 0,1,..., 7=%, —N Ny respectively 
Case 4), 5), 6): J = 1,2,..., 7 == No >", respectively (15) 
Case 7), 8), 9): J = 2,3,..., 7=%, —Mo. Ny respectively 


where 7, is the standard notation 7, = (—1)/ 7, 92. It is obvious 
that there are no ordinary selection rules. This happens always 
when it is possible to construct a scalar and a pseudoscalar. But 
selection rules will appear at once if we take into account the 
polarization of our spin 1 particles. We shall list them all for diffe- 
rent cases. They follow directly from (14) and (15). 


(1, 1) m=—(—1 nm forbidden 
(J, t) or (t,1) J=0 forbidden 

J : i (16) 
(¢ || t) J=01 4 = —(—1)'%, 42, forbidden 


(e148) J=01 »=(—1)! 4,2 forbidden 

where 1 and t denote a state of longitudinal (e X k = 0) and trans- 
versal (e.k = 0) polarization respectively, and the signs | and 1) 
denote the paralel (e() X e@) = 0) and the perpendicular (e@).e@) = 
= 0) polarization. 

8) M, = 0, M, +0. 

This is a special case of a). We have only (t, 1), (t||t) and 
(t_L t) states and the selection rules are given in (16). 

y) M, =0, M, =0 . 

This is also a special case of a). There exist only the (t || t) 
and (t | t) states and the selection rules are contained in (16). 


86 Borivoj Jakšić, Zagreb, 


From (16) various conclusions can be drawn. It follows, for 
instance, that a J = 0, 7 =—7, 1)» State can decay into two distin- 
guishable spin 1 particles only if they are in a (t | t) state. For 
a J=0, 7=11 7 state the allowed states are (1, 1) and (¢|| 4), 
i. e. the particles will be parallelly polarized; for J=1, 7 = 4, N 
they will be (1, t), (t, 1) and (t Lt), i. e. we shall have them per- 
pendicularly polarized, etc. . 


d) Two Indistinguishable (Identical) Spin 1 
~ Particles 

a) M=0 

The results follow directly from c) since we have listed alrea- 
dy in (14) the functions in a form applicable to this case. The 
whole function must be symmetrical and this restricts the pro- 
blem. The following list is obtained from (14) by using the sym- 
metry requirement. 
Case 1),2),8) J=0,2,4,... y= hi 1 respectively 
Case 4),5*),7,9) J =2,4,6,... 7 =—1, +1, +1, +1 respectively. ; 
Case 5),6) J=1,20 Koj eps (23h respectively (17) 
Case 8) ee Chee eee b6k 3 
Case 8+) "P= meni 


Again there are no ordinary selection rules. But here we 
interested in the polarization so that we have to ee jede 


the help of (14) from a point of view. >| 


zi forbidden 


* —— 
bo 
“mm 


gimi aa 
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B) M=0 

This is the case of two photons treated first by Yang. There 
are no longitudinal photons and the results follow immediately 
from (18). A scalar state will decay into two photons in the (t i| t) 
state and a pseudoscalar state into two photons in the (t | t) state. 

The problem of three or more bosons will be treated in another 
paper. 


IZBORNA PRAVILA ZA RASPADE U POLARIZIRANE CESTICE 
SA SPINOM 0il. 


Bozivong Jakšić Zagreb 
Sadržaj 


Izborna pravila, koja su posljedica zakona sačuvanja impulsa 
vrtnje i parnosti, redovno se daju u formi, iz koje se ništa ne zna 
o eventualnoj polarizaciji čestica. Zbog toga ćemo ovdje izvesti 
nova izborna pravila, koja se tiču i polarizacije čestica. Za takav 
problem moramo imati posebnu metodu, iz koje se vidi stanje 
polarizacije u svakom slučaju. To je moguće jedino, ako se kon- 
struiraju te valne funkcije. Mi smo ovdje razvili metodu osnovanu 
na tom principu, kojom se mogu rješavati takvi problemi. Ona je 
naročito jednostavna, ako se ograničimo na čestice sa spinom 0 i 1. 

Metoda računanja je skicirana u poglavlju 1). Treba konstru- 
irati sve moguće valne funkcije (1) u sistemu težišta. Tenzori, koji 
opisuju spin, pojavljuju se svaki linearno, kao što se vidi iz (3). 
Problem se sastoji, da se konstruiraju sve valne funkcije iz veli- 
čina, koje stoje na raspolaganju: tenzori, koji dolaze linearno i 
impulsi. Konstrukcija mora biti takova, da predstavlja stanje sa 
određenim impulsom vrtnje J i parnosti 9, t. j. da se transformira 
kao kugline funkcije, koje su homogeni polinomi. Kako treba me- 
todu konkretno sprovoditi prikazano je na samim primjerima u 
poglavlju 2). 

U poglavlju 2) tretiran je kompletno problem za raspad na 
2 čestice sa spinom 0 ili 1. U 2a) tretiran je problem dvije čestice 
za spin 0. Kako tu nema govora o polarizaciji, to nikakvih novih 
izbornih pravila ne može biti, ali je tu uvedena metoda i pokazano, 
kako se izvode izborna pravila kako obična, tako i ona sa polari- 
zacijom. U 2b) tretiran je problem od jedne čestice sa spinom 0 
i jedne sa spinom 1. Tu je u potpunosti označen postupak, koji bez 
ikakvih većih operacija vodi do željenog rezultata bez potrebe da 
se stvarno konstruiraju funkcije za točno određeni J. Mi moramo 
iz (8) upotrebom antisimetričnog tenzora éjx i tenzora Dix načiniti 


Pathos" 


ol Fs 


“die 
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sve moguće redukcije, što je u ovom slučaju dano u (9). Tad se 
za svaku funkciju J uzme jednak broju tenzorskih indeksa, a 7 
odredi direktno za tu formu. Vrijednosti J, 7, koje se ne pojavljuju, 
u čitavoj su listi zabranjene. Polarizacija se vidi direktno iz samih. 
funkcija. Za ovaj slučaj rezultat je dan u (11). U 2c) su proma- 
trane dvije čestice za spin 1. Moguće forme, nastale redukcijom, 
dane su sa (13) odnosno, u obliku pogodnom za tretiranje i dviju 
jednakih čestica, sa (14). Rezultat je dan sa (16). Dvije identične 
čestice za spin 1 tretirane su u d) služeći se rezultatima iz c). Opći 
rezultat je dan u (18). 


rme sa mr 


(Primljeno 23. IX. 1953.) 
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QUELQUES THEOREMES SUR L'ULTRAFILTRE 


Ljubo Martić, Zagreb 
1. Deux definitions de Vultrafiltre 


I. L’ultrafiltre F sur un ensemble E est un ensemble de parties 
de E satisfaisant aux conditions suivantes: 1. Tout ensemble con- 
tenant un ensemble de F appartient a F. 2. Toute intersection d’un 
nombre fini d’ensembles de F appartient a F. 3. Pour tout X C E, 
onaXCFouCX =F. 

Nous voulons donner ici une autre définition de Vultrafiltre: 

II. L’ultrafiltre est chaque portion propre maximale initiale F 
de l’ensemble partiellement ordonné (PE; >), telle que l’intersection 
de chaque partie finie de cette portion appartient encore a F. 

Ces définitions sont équivalentes. 

Démonstration de I—>II. F est une partie d’ensemble PE, 
c'est-a-dire F C (PE; D). Puisque de X EF et XCYCE il 
s'ensuit Y < F (condition 1.), on peut écrire (> oo, X) CF. F est 

(PE: 2) 

donc une portion initiale. F est aussi une portion propre initiale, 
c’est-a-dire F =E PE et F += 4A. Dans le cas contraire aussi l’ensemble 
vide serait une partie de F, ce qui est en contradiction avec l’hy- 
pothése. L’ensemble F est une portion propre maximale initiale, 
parce qu'il n'existe pas un ensemble F’ © F qui satisfait aux con- 
ditions 1. — 3. En effet, de X = F’_.\ F,X-G E il s’ensuit CX c- Fr, 
done aussi CX < F’. Par conséquent F’ ne satisfait pas a la con- 
dition 3. 

Démonstration de III. Il est évident que F satisfait aux 
conditions 1. et 2. Prouvons que F satisfait aussi 4 la troisieme 
condition. X (1 CX étant vide, on ne peut avoir X <= F et CX =F. 
Supposons qu’on ait: 


(1) X non € F et CX non = es 


Chaque élément de F est alors de la forme A\J B, ou 4 es, 
B CCX. Si nous fixons un ensemble A € X, ou X Satisfait & (1), 
alors l’ensemble F? de tous les Y C E qui i satisfont A cette relation 


(2) PONS ey ees 2 


est un filtre. F’ est évidemment une portion initiale de (PE; 2). 
Ensuite F’ == (PE; 2), parce qu’il ne contient pas l’ensemble vide. 
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Si Y dans (2) était vide, on aurait une contradiction avec l’hypo- 
these (1). Enfin, de AU Y¥iG F (i =1,2,...,) résulte 


(3) AU (1 Yi€r, 


parce que d’une part N(A UY) = AUN Yi, et d'autre part, la 


partie gauche de cette égalité est un élément de F. L'ensemble F’, 
par définition, contient tous les Y et, étant un filtre, aussi toutes 
ies reunions A LJ Y. F’ contient donc tous les éléments de F et aussi 
B-qui n'est pas, par hypothése, un élément de F. On a donc F OF, 
ce qui est absurde. L’hypothése (1) ne vaut pas. Il reste seulement 
que de X C E rćsulte X = F ou CX CF, ce quiil fallait prouver. 


2. La classification des ultrafiltres. 


L’ultrafiltre comme notion homogčne existe seulement sur les 
ensembles finis. Sur les ensembles infinis deux types d'ultrafiltre 
existent, l’ultrafiltre trivial et nontrivial. La classification est faite 
a la base de la propriété de Vintersection de Tultrafiltre1. 

Nous donnons d’abord le théoréme sur l’existence de lultra- 
filtre trivial. 

Théoréme 1. Sur un ensemble E existent autant d'ultra- 
filtres différents de type trivial, que l’ensemble E a des éléments. 

La démonstration est simple. Il suffit de dire que deux ultra- 
filtres Fi, et Fo avec (| F,=+ (1F», sont aussi différents. 

Puis nous allons démontrer le 

Théoréme 2. Le nombre cardinal d’un ultrafiltre trivial sur 
un ensemble E est ćgal au nombre cardinal de Vensemble des par- 
ties P(E \ iat), donc 2*E—1, 

En effet, si nous considérons les ensembles F et P(E Nah, 
ou a= (\F, nous voyons que 
(4) X \ iat (KEF) 
est une transformation biunivoque entre ces deux ensembles. Ces 
ensembles sont done équipotents. Etant donné que (v. [3], p. 47) 
pour tout Y:k PY = 2kY, le théoréme est démontré. 


Nous passons a l’ultrafiltre nontrivial dont le théoréme suivant 
parle. 

Théoréme 83. Un ultrafiltre nontrivial ne contient aucun 
élément fini. 

Supposons, par contre, qu’il existe au moins un ensemble fini 


124, X9,...,Xr¢ C E qui satisfait a la relation: 
k 

(5) cit Gay KkE=12.. mn 

eee ee: i=1 


* Un ultrafiltre F est trivial, si 7 F ={as,a < E,etF est nontrivial, 


si | F = A.J. Schmidt (v. [4], p. 373) les appelle »prinzipale Ultrafilt 
et »hyperkarakteristische Ultrafilter«. , a A dane 


s 
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Il en résulte (v. [1], p. 26) qu’au moins un {x;$} = F, par conséquent, 
Pultrafiltre trivial corespondant est un sous-ensemble de F, ce qui 
est absurde, F étant maximal et nontrivial. 

Corollaire. Chaque ultrafiltre nontrivial sur E contient 
Vensemble des complémentaires des parties finies de E. En parti- 
culier, chaque ultrafiltre nontrivial sur Vensemble N des entiers 
naturels est plus fin que le filtre de Fréchet. 

Le théoréme suivant généralise un théoréme de la théorie des 
filtres (chez N. Bourbaki (v. [1], p. 26) formulé comme le corollaire 
de la prop. 5.) 

Théeoréme 4. Soit F un ultrafiltre trivial sur un ensem- 
ble E. Si Y est un sous-ensemble fini ou infini de PE tel que 


(J) X < F(X < Y), alors Vun au moins des X appartient a F. 
x 


Remarque. Le théoréme 4. ne subsiste pas nécessairement 
pour un F nontrivial. Par exemple, bien que J) x = F(x < E), 
x 


= 


aucun élément x de E, d'apres le théoréme 3., n'appartient a F. 
Le théoréme se démontre facilement a l’aide de ces lemmes: 
Lemme 1. L'intersection de chaque portion d'un ultrafiltre 

‘trivial F appartient a F. 

Lemme 2. Il existe au moins une portion d'un ultrafiltre 

nontrivial F dont lVintersection n’appartient pas a F. 
Corollaire. Si {Xj} est une famille de sous-ensembles 

XiCE (% 1X, =4, j=) telle qu U Xi EF(XiC1Xih, 

alors (a) un des X; et un seul appartient a F, si F est un ultrafiltre 

trivial, ou bien (b) si F est un ultrafiltre nontrivial, alors un des 

Xj au plus appartient a F, c’est-d-dire parmi des Xj il y en a soit 0, 

soit 1 appartenant a F. 


3. Ultrafiltre et ultraidéal. 


En partant des recherches de G. Choquet [2] et de J. Schmidt 
{y. [4] et [5]) nous ajoutons d’abord que dans le domaine des ideaux 
une structure analogue a l’ultrafiltre existe. C'est Pultraidćal. Le 
théoréme suivant montre sa liaison et son analogie avec l’ultra- 
filtre. 

Théoréme 5. Les propositions suivantes sur Vultraidćal 
sont équivalentes: 

I. Pour qu’un idéal I soit un ultraidéal de Vensemble E, il est 
nécessaire et suffisant que pour tout XCE, on a X <I ou 
CX Ee I. 

II. Chaque ultraidéal est le supplément? d'un ultrafiltre. 

III. L’ultraidéal est un idéal I tel que I=C(SI) =S(CI) 

Démontrons d'abord I-> II: Si I dans la relation de J. Schmidt: 
(6) “ei ae | 


2 C(complément), S(supplément). Le supplément de I est la famille 
de tous les compléments des éléments de I; le complément de I est PENI. 
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est un ultraidéal, alors aussi SF contient comme lelement un 
ensemble X C E ou son complément C X. Alors aussi F a cette 
propriété, done F est un ultrafiltre sur E. 

II-> III: Par hypothése on a I, = S Fy (I, = ultraidéal, Fu = 
— ultrafiltre), et par définition de l’ultrafiltre et du supplément il 
s’ensuit SF, = C Fy. On en conclut:I, = C Fy. Si on applique Pope- 
rateur S a la premičre et Vopćrateur C a la derničre relation, on a 
Cly=€(S Fy) et Sly = S(CF.) = C(SFu)_ respectivement, done 
Cl, = SF, A'ou s’ensuit immédiatement I, = C (S Iu) = S (C Iu). 

III +I: Maintenant on a comme l’hypothése I, = S(CI;). La 
relation X = I, entraine CX CCI, done CXnon € I, ce quil 
fallait prouver. 

Le théoréme suivant sur l’ultraidéal est dual a la proposition. 
5. de N. Bourbaki (v. [1], p. 26). 


Théoréme 6. SINKE I, (Xi CE), alors Pun au moins. 
i=1 
des X; appartient a Iy. 


De Vhypothése (1Xi=CUCX CE LL et de la definition de 
zi 1 


Vultraidéal il s’ensuit que _) CX; non < I,. Il en résulte que, 
1 


d'apres l’axiome 1. de lidćal, pour l’un au moins des X; on a CX 
non < I, c'est-a-dire Pun au moins des X; appartient a I,. 


4. Sur la notion de separateur 


On peut dire que lidćal I est place entre le filtre F et la grille 
G= CI. Cependent entre le filtre et la grille existe encore une. 
structure que nous avons nommé séparateur et a laquelle on aboutit 
par l’application de l’opérateur S sur une grille ou, par l’application 
de Vopérateur C sur un filtre. 


Théoréme 7. Les propositions suivantes sur le séparateur 
sont deux a deux équivalentes: 


I, Le séparateur S sur un ensemble E est un tel systéme de 
parties de E qui satisfait aux conditions suivantes: 


Sr. Si X, U Xo ES, alors X; —S et Xo ES. 

S2 +. Si M 
tient a S. * 

I. Le séparateur est chaque portion finale S de Vensemble 
partiellement ordonné (PE; 2) qui posséde la propriété suivante: 
si Vintersection d’une partie finie de (PE; 2) appartient a S, alors 
Vun au moins des éléments de cette partie appartient a S. 

III. Chaque séparateur S est le complément d’un filtre F. 

IV. Chaque séparateur S est le supplément d’une grille G. 


Xi E S (Ki C E), alors Pun au moins des Xi appar- 
j 
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Demonstration du téoréme 7. 

I—> II: Le séparateur S est la portion finale de (PE; >), parce 
que S est une partie de PE et la relation X = S et YCX CE, 
d’aprés la condition Si, entraine Y = S, c’est-a-dire X C S en- 
traine [X,oo) CS. S ayant satisfait a la condition So, il en résulte 

(PE;>) 
immediatement que S est une telle portion finale de (PE; D) qui 
possede la propriété éxposée. 

II —> III: Il est €vident que le complément de chaque filtre est 
une portion finale de ensemble (PE; >), parce que le filtre, par 
définition, est une portion propre initiale de (PE; D). Ensuite, de 


la relation (|) Xi < C F(X; C E) il s’ensuit que Pun au moins des 
ey ==) 

X; appartient a C F. Supposons le contraire, qu’il n'existe aucun X; 

qui appartient a CF, c’est-a-dire que pour tout X; on ait X; C F. 


Mais, alors, par definition du filtre, aussi (| X; CF, en contra- 


diction avec Vhypothése: NGae CF. 
i=1 


i=1 
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En introduisant le séparateur nous avons complete »le trian- 
gle« Filtre-Idćal-Grille en »polygone« Filtre-Idéal-Grille-Séparateur 
Ae sie, 9) 

Les notions d’idéal et de séparateur, ainsi que les notions de 
filtre et de grille, apparaissent comme des notions duales. Par 
exemple, dire que chaque idćal I est égal a l’intersection de tous 
les ultraidéaux I, DI est équivalent a dire que chaque séparateur 
S est égal a la réunion de tous les ultraséparateurs (= ultraidéaux) 
Ty G Oo. 
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NEKOLIKO TEOREMA O ULTRAFILTRU 
Ljubo Martić, Zagreb 
Sadržaj 


Dane su dvije definicije ultrafiltra i dokazana je njihova ekvi- 
valencija. 

Pokazano je da ultrafiltar kao jedinstven pojam egzistira samo 
na konačnim skupovima. Na beskonačnim skupovima postoje dva 
tipa ultrafiltra, trivijalni i netrivijalni ultrafiltar. Klasifikacija je 
izvršena na osnovu svojstva presjeka ultrafiltra; trivijalni ultra- 
filtar ima kao presjek jednočlan skup, netrivijalni — prazan skup. 


Teorem 1. Na skupu E postoji toliko različitih ultrafiltara. 
trivijalnog tipa, koliko skup E ima elemenata. 


Teorem 2. Kardinalni broj trivijalnog ultrafiltra na skupu 


E jednak je kardinalnom broju partitivnog skupa P(E \ dah, pa 
je dakle jednak 2 kE—1, 


Teorem 3. Ultrafiltar netrivijalnog tipa ne sadrži nijedan 
konačni elemenat. 


Korolar. Svaki netrivijalni ultrafiltar sadrži skup komple- 
menata konačnih dijelova osnovnog skupa E. Specijalno, svaki ne- 
trivijalni ultrafiltar na skupu N svih prirodnih brojeva finiji je od 
Frechet-ovog filtra. 
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Lema 1. Presjek svakog komada trivijalnog ultrafiltra F pri- 
pada ultrafiltru F. 
Lema 2. Postoji bar jedan komad netrivijalnog ultrafiltra F 
čiji presjek ne pripada ultrafiltru F. 
Teorem 4. Neka je F trivijalni ultrafiltar na nekom skupu 
E; ako je Y bilo koji podskup od PE, tako da je UXCF(X = Y), 
X 


tada bar jedno X pripada ultrafiltru F. 
Napomena. Teorem 4. ne postoji nužno za jedno netrivi- 


jalno F. Na primjer, iako (U x = F(x E), nijedan elemenat x 


skupa E, prema teoremu 3., ne pripada netrivijalnom ultrafiltru F. 

Korolar. Ako je {Xit jedna familija podskupova Xi CE 
(Xj 1 Xx = Aj), tako da U Xi = F (Ki E1Xi!, tada (a) jedno 
i samo jedno Xj = F, ako je F trivijalni ultrafiltar, odnosno (b) ako 
je F netrivijalni ultrafiltar, najviše jedno Xi CF, tj. ili nijedno 
ili jedno: X; — F. 

Navedeni teoremi dokazani su u tekstu. 

U području ideala postoji analogon ultrafiltru. To je ultraideal 
o kojem govore slijedeća dva teorema: 

Teorem 5. Slijedeće izreke o ultraidealu potpuno su ekvi- 
valentne: 

I. Da bi neki ideal I bio ultraideal skupa E, nužno je i dovoljno 
da, za svako X CE, vrijedi X CI CX ZI 

II. Svaki ultraideal je suplement2 nekog ultrafiltra. 

III. Ultraideal je takav ideal I, koji zadovoljava slijedeći uslov: 


LECI DES SCI 


Teorem 6. Ako je NXAEL(Xi CE), tada je bar jedno 


ist 

Ke. 

Uvedena je nova struktura — separator — za koju se može 
reći da stoji »između« filtra i rešetke (v. sl. 1.). 

Teorem 7. Slijedeće četiri izreke o separatoru S potpuno su 
ekvivalentne: 

I. Separator S na skupu E je takav sistem podskupova X osnov- 
nog skupa E, koji zadovoljava ove zahtjeve: 


Si. Ako X1U X € S, tada LES X C 
So, Ako NXES(X E E), tada bar jedno Xi E S. 
i=1 


II. Separator S je svaki završni komad djelomično uređenog 
skupa (PE; 2), ukoliko komadu S, uz presjek nekog konačnog di- 
jela skupa (PE;2), pripada i bar jedan elemenat toga dijela. 

III. Svaki separator S je komplement nekog filtra F. 

IV. Svaki separator S je suplement neke rešetke G. 

Na kraju je pokazano da su ideal i separator dualni pojmovi. 


(Primljeno 11. XII. 1953.) 
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SUR LES INTEGRALES SE RATTACHANT AUX 
POLYNOMES A; (a) ET AUX FONCTIONS 
RATIONNELLES 9, (a,x) 


Boško S. Tomić, Beograd 


En étudiant les polynémes 
v 


s(a)= > (— Viet) (@te—a" 
i=0 
mentionnés par N. Nielsen dans son livre »Traité élémentaire des 
nombres de Bernoulli« [1], on voit que la fonction 


a C pike 
sae = Lite, (1) 
ae — 


introduite par J. Karamata, en 1927, dans son mémoire »Sur une 
suite de fonctions rationnelles et les développements suivant ces 
fonctions« [2], est d’importance fondamentale. Les fonctions gn (x) 
sont de la forme 

da” 


v=) 
dk To e M 2) 


Le numérateur de la fonction qn (x) est un polynome en <, dont les 
coefficients Ay , sont les valeurs du polynome A; (a) pour a =0, 
c'est-a-dire Zi = A; (0). N. Nielsen cite dans son livre susdit que 
les nombres A; se trouvent deja dans l’oeuvre d’Euler: Institu- 
tiones calculi differentialis (1755). 

En 1883, I. Worpitzky [3] a trouvé l’expression pour x” — a 


l’aide des nombres Ay et des coefficients du binome — 


a =D an(ete-), (3) 


v=0 


et une expression analogue pour les polynémes de Bernoulli. 
En 1893, E. Locci [4] a exprimé la somme 


n 
Doig 
k=1 


a Paide des nombres A; et il a donné la formule de récurrence (5). 
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La fonction (1) est la fonction gćnćratrice de la suite des fon- 


ctions (2) et des nombres Ay . 
En s’appuyant sur la fonction génératrice (1) J. Karamata donne 


la somme de la série 


[oo] 


RE zi 0,1, Sper (4) 


r=) 
dans la forme (2), démontre la symétrie des nombres 4; 
A = Ad > 
donne la formule de récurrence 
Appi = (a9 + D4, + +) 4p, - (5) 


et, a cote d'autres formules, il donne aussi lYexpression explicite 
suivante pour la suite ipn (x), 


Pn W=X-o: (3 Emi rELZ 2 0 


ie a designant, d'apres J. ‘Karamata [5], les nombres de Stirling de 


seconde espéce. 
En 1933. L. Toscano [6] a exprimé les nombres A; au moyen des 


nombres de Stirling coos et učenik par les formules._ 


ape + asi 
Pedte: to} med Kama 
Kon : 


que, | en 1936 [7], il doima ns relations Oi | expriment 
‘nombres de la eee et pa nombres | de ‘Bernoulli au moy 


et 


se 


pasi 


. ode te Kararata 


A AAT ER Part 
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1. Dans le développement 


- BS Fp) arn | Hee (8) 
- 1—ze n=() n. 

ou 

| R=|lgr+it| 

2 et 

đ ere, —z<t<+2, 


les coefficients wn (a, x) sont les fonctions rationnelles 


(GB: 
nas) = =Ljer2,@=LG)e" ape 0 


p=0 
ou 
5 a vp 
ke s jja 
i=0 
De (9) il vient a 
sina Boa pe: one, ~ (10) 
cl): E : jd 
ou i i > a 
ra da 161) (ate prise re: 


aa Eo Bent) >a 


A; (0) =4); 4j=0 pour me ee, 

- eS istieant dans l’équation (8). 2. par (1—2) z et jn multi- — 

pliant Pćquation obtenue avec (1—x), on obtient la fonction géné- AEK 
pe suite Sa des polynome: Ay (A: Mi 4 ol = _ a : 


- 
en 
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20 D’aprés la fonction génératrice des nombres A ona uc = 
et comme on a Aj (a) = a”, il vient Ay (0) = 1, A4 (0) = 0 pour n> 0 : 
et Aj (1) pour n>0. En vertu de cela nous demontrerons que 


Ay (1) = Ay 4 1 (0) a3) § 
et 3 
Makro (14) 
De (11) nous obtenons pour a = 1, 
del) E ra 1 oe 
eee oO a a Kon ire ng: =2 = ze (1) x”, (15) 
et pour a = 0, Ee . 
1—xr zle ak m O oz - 3 
Paape: — A4 (x= see Ate Je => m A, (0) x” 
ou 
Aa E > Š 
“aes i Sears 09 
De (15) et (16) il vient 
ei? 
Ya onde 45 (0) ss ee a 
v=0 > 
d'od il s’ensuit immédiatement (13) et (14). 
3% De (8) et (10) nous obtenons pour x = —1, ‘tas 4 


Reje CE di a: , 


et comme on a 


“preku 
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et 


E sess 
a oF la; a=) 


Py (@, 1x). | (17) 


De (17) on obtient d’aprés (10) 
~, (1 — a, x) = 2" & (a, 1/0) 


ae Lied 
kak 


d'ou il s'ensuit 

' A; (a) = Aee, (1 — &) 5. (17a) 

pour a='/2 ona Sea 
A 12) A (4/2) 


4. En différentiant l’équation (8) par rapport a a, il vient 


a a 2” ye x) =o zi 9 P41 (4, x) 
Gea)! aa : 


! 
pe n. 
Teza ii 


donc 
Za fn (a, x)= =n 7, (%, x) 


et de cette sobna daprés (10), on One o 


ae i Be ES aa ea). JE (18) 


De ae on aie 
= 4 (a) = care (a) = e Rast ine 


-ce qui donne " =. 


Pe 


m zap 


me. wan se dexagtt . =e 
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En employant la formule (10), il vient de (19) 
Vo4r(&, x) a Vn (@, x) 9 > V, (a, x) bee 
aQ—a2)"t? a —2)"*! (1—x)"t# 
et de cette formule on obtient la formule de récurrence pour les 
polynomes wn (a, X): 
Vaia) ={a + (n—@ + Do} H, (4, 2) + 2 (1—2)- 


ay, (4. x) 
=. (20) 


De (20) on obtient la formule de récurrence pour les polynomes 
Ay (a): 


Att! (a) = (a+ ») AP (a) + (n—@ + 2—%) AD_, (a). 


6. Les fonctions qn (a, 1) donnent la somme de la série 


SD a Bona (21). 
v=0 
car on a 
——— < az a ett 
“ (a+)? 
Sy heer aye 

v=0 n=) n=) 4 

bax 


ce qui donne (21) d’aprés (8). 
De (21) il s’ensuit une sorte de périodicité des fonctions qn (a, x) 
par rapport a a, car en substituant a + 1 au lieu de a, il vient © 


P,(2+1, o=Xe+e+me a ptico E 


PEN 


reo! 
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Posons 
DE a P, (&, 8, x) 
ou . 
Da (a, 8) a" 
P,(a, iexe ) a8 9, (2) a ree 
y=v (1— a) 
et : <: 
id = 
4 (a, 8) = > (— VD ("t) fa + 8)"; 
‘ i=0 . i 
on a alors _ x ' q =>" GA 


P, (4.8.0) = DJ (a+ A)"x”. 
v=0 
7. Nous allons développer les PJ Wn (2) dans une série 
des fractions partielles: ka 


fetta leg E i ce igx ok m 
vq (a) =n! (252) he S(t ua Iga +2vzi pave 


psi 
Pau a2 E: (23) 
djes é we ; se 
, me by Qe pele: 
< om sh m itt. m DE =o AS prao tE 1 i ) : li I 
SJETI 2 se eee eae z—20ni Ease 


ere) 
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ou la série dans la seconde parenthése est obtenue de (11) pour a = 1 q 


et en raison de (13) et (14), il vient > 
i 68 2 
manju. žu _a)= = z d+e) + x4 rn (x). (25) 
L’équation oe peut Cire écrite de la ioe suivante i 
1—x 4 
1 aap igh ele za es N 
=e S zuri Die: ) 
(5) ho —lgx+2vzi Rae Ys 7 a 
= TEZE vjere ae es M pne n+1 = 
E pa —laxF2vzi E = | ma. 


: (26) 
Comme on a , ss 


A Zp ei 
il vient ai e et 26) s | 


(1—=2)z _ Kok 
x (e == i) 2 ‘ 
ic, = > mit 


l—xe 


n= 


[zo] g e ča sa > : | 
BE oe | a mani = a 


5 
Pe 


et il en résulte 


ey 
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en posant p—1 = »,-p + g = n.+-.2, il vient 
0 


ea LA 
Sazi ae =B(v+1jn—v4+1)= 


al 
dai (ES) 


(28) 


De Péquation (8) on déduit Vintegrale 


J (=) = E =a (29) 


aN ae l—x/1—«x e“—1 
et c'est pourquoi KE 
= bate ad sela 
ane > ye en a ga. (30) 
s 1 nL a —o (to i 


En raison du développement connu pour la fonction (29), il s’ensuit 
de (30) 


VP, (@, x) 
Ges 


et, en considération de (10) et (28), on obtient (27). 
Remarquons ici qu’en relation avec la fonction (8) on obtient 


B, (@) = (30a) 


Vintégrale 
+a s ¥ : s ae 
j Bu Paka i Laer =O a 1 
DLP es iglenna. PO —MSyS4+M 


- laquelle représente une généralisation de l’intégrale connue, a sa- 


va 


voir du cas B = 1, y = = 1, [9]. 
9. Les polynémes A; (a) peuvent étre Pred par les inte- 
penis Eas ; kae: 


a: aa re Bs ' 
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6 ' 
A => vea (32) 


v=0 


du [x] est le plus grand nombre entier < x: cette fonction est con- 
tinue et elle a la forme de la cloche (Fig. 1.) 


De (32) et de la formule pour A; (a), il s’ensuit 
Aycxcvp1 = Az (x—%), v=0,1,2,..,n 
et A cause de la continuité du polynéme A? (x — »), il vient 
AD (x — ¥) > AZ (DY = p41 (0) quand x>v-+1. 

La courbe A; est composće des arcs paraboliques de degre n: sur 
chaque unité de Vintervale (0,n + 1) un tel arc. 

Dans le point. «= 
4 = la fonction A, 


—— 


a son maximum. Si nous 
deplacons l’origine du sy- 
steme de coordonnćes a 
cause de la symétrie au 


i, (4... < paraboliques de degré ny 


y . : =  déplacés par cette trans- 
če lation, sont déterminés_ 
4] m3 comme il suit: a 


= eee 
: 


“sj 


šikare u 


point x2 = a a les arcs | 
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m=3 


Fig. 2. 


n+1 
2 


j Are Sel ee u ee 
ari 3 


t ie 


2 
et c'est pourquoi 


a 
+a a [+5 MS aie 4 
(sin £ \n ido ; v (n+1 n 
j | 3 ) cos (2 ome: >: Se 1) (E (e+ "re. f 
—o u cares v=v M 
3 SWE ee ee 1 < 


De (31) < on obtlent: Žž 


Be a 
SE) cos (n— 20 + Didi 4m 


JES AD os as ails ; ti 


D 


E on fom sE Vintégrale précédente n= 2p etn =2; 1, et efi 
; niolat foxidole (13), if vient 9 og iF Els tots REE OL. $3 ae 


dveri. Lee eee I 


Sew ap—aetpediaa 
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EINIGE EIGENSCHAFTEN SPHARISCHER EVOLUTEN 
UND SPHARISCHER EVOLVENTEN 


Stanko Bilinski, Zagreb 


Es sei 


Cone r=r(s) (1) 


«eine dreimal stetig differenzierbare sphš&rische Kurve, die sich auf 
der Kugel K mit dem Radius R befindet.. Der Koordinatenanfangs- 
punkt befinde sich im Mittelpunkt dieser Kugel, d. h. es sei 
[r (s)]* = R®. Ferner seien durch t, n, b die Vektoren des begleiten- 
den Dreikants bezeichnet, o sei der o i der Kurve 
“C, und ¢ sei ihre Windung. 
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allgemein den Ortsvektor des Mittelpunktes S der Schmiegungsku— 
gel bestimmt. Da sich aber der Mittelpunkt S im Koordinatenan- 
fangspunkt befindet, so iste c = 0, und aus (2) und (3) folgt 
—i doe 
HY Siok ds bi (4) 
Der Kriimmungskreis k liegt auf der Schmiegungskugel K und er 
ist die Schnittkurve dieser Kugel und der Schmiegungsebene des. 
Punktes T(s). Dieser Kreis k teilt die Kugeloberflache in zwei 
spharische Kreisflachen. Die diametral gegentiberliegenden Punkte: 
M und M', als Projektionen des Punktes P aus dem Mittelpunkt S: 
auf die Kugel K, sind die Mittelpunkte dieser zwei spharischem 
Kreisflachen. 

Diese Mittelpunkte werden also bestimmt durch die Ortsvekto- 
ren q der Lange R welche die gleiche (oder entgegengesetzte) Rich= 
tung haben wie der Ortsvektor r* des Kriimmungsmittelpunktes.. 
Die Kurve I' (bzw. I’), d. h. den geometrischen Ort der Punkte M 
(bzw. M’) nennen wir »die linke Evolute« (»die rechte Evolute«) 
der Kurve C, und beide sind »spharische Evoluten« dieser Kurve, 
wahrend die Kurve C »spharische Evolvente« der Kurve I' und 
I” heisse. 

Nach (4) wird also 


a=+Rb (5) 


die Gleichung der spharischen Evoluten, wo das obere Vorzeichen 
zur linken, das untere zur rechten Evolute gehčrt. Zur Gleichung 
(5) konnten wir auch durch eine einfache geometrische Uberlegung 
gelangen. 

Wir wollen nun zunachst zeigen, dass die spharischen Evoluten. 
und Evolventen ganz &hnliche Eigenschaften haben wie die Evo- 
luten und Evolventen in der Ebene. Durch Differenzieren der 
Gleichung (5) nach dem Parameter s folgt 


cL = FR (6) 


Man sieht also, dass die Tangente in einem Punkte der sphi&rischen 
Evolute zur Hauptnormale des zugehčrigen Punktes der sphšri- 


schen Evolvente parallel steht. Dabei hat der Tangentenvektor der ~ 


linken Evolute die gleiche oder entgegengesetzte Richtung wie der 
Hauptnormalenvektor in den zugehčrigen Punkten der sph&rischen 
Evolvente, je nachdem t < 0 oder 7 > 0 ist. Fiir die rechte Evolute 
gilt natirlich das Gegenteil. 

Aus (6) k&nnen wir weiter schliessen, dass die spharische Evo- 
lute in einem Punkte eine Spitze besitzt, wenn im zugehorigen 
Punkte der sph&rischen Evolvente die Windung t das Vorzeichen 
wechselt. Diese Eigenschaften sind jenen in der Ebene ahnlich, 
nur hat jetzt die pona t bei spharischen Kurven dieselbe Rolle 


wie die Ableitung ae des Kriimmungsradius bei ebenen Kurven. 


' 


i 
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Wahlen wir jetzt auf der Kurve C einen solchen Bogen T,T 
fur den in allen Punkten 

t= 0 (7) 

gilt. Auf dem zugehčrigen Bogen M,M (bzw. M’,M’) der spharischen 


Evolute gibt es dann keinen singulšren Punkt. Die Lange des Bo- 
gens M,M wird also nach (6) 


dq ° 
de|?—jIRelds. 
0 8 


Wegen (7) und wegen der vorausgesetzten Stetigkeit &ndert die 
Windung Tr auf dem Bogen T,T das Vorzeichen nicht. Es ist also 


Ae=R een (8) 
Da der Ber e aknani: R durch die Gleichung 
n=e+— (Se) (9) 
gegeben ist, wird 
= 20 (Re gay 7 (10) 


und aus (8) folgt 
Ao S=R are sin — are sin [= RIP — ol 


Es ist also 
Aio=|l—h]. (11) 
Wir sehen daher, dass auch auf der Kugel die mechanische 
Erzeugung der Evolventen gultig ist: Das Ende eines gespannten 
undehnbaren Fadens beschreibt bei der Aufwicklung auf eine 
spharische Evolute auf der Kugel eine ihrer spharischen Evolven- 
ten. Nur ist jetzt der Faden tangential entlang einer geodatischen 
Linie, d. h. entlang der Hauptkreise der Kugel K gespannt. 
Die Vektoren r(s) und n(s) liegen in der Ebene TSP. Der 


Tangentenvektor SE der Kurve C steht auf den Vektoren r und 


n also auch auf der Ebene TSP senkrecht. In dieser Ebene liegt 
auch der Hauptkreisbogen MT, ues die Evolute I" im Punkte M 
beriihrt. 

Die spharischen Evolvente C ist also eine orthogonale Trajek- 
torie jener Hauptkreise MTM’, welche die spharischen Evoluten I” 
und [” bertihren. 

Damit sind die wichtigsten Haupteigenschaften der Evoluten 
und Evolventen in der Ebene’ auch fir analoge Kurven auf der 


Kugel bestatigt. 


Es sei jetzt auf der he. K- eine beliebige Kurve I durch’ die 


Gleichung : 
Las q=—4q(9) (12) 
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gegeben, wobei der Parameter o die Bogenlange auf lj bedeute. ; 


Wie lautet dann die Gleichung 
r=r(o) (13) 


einer der spharischen Evolventen C dieser Kurve? 

Wir werden hier die Tatsache beniitzen dass die spharischen 
Evolventen Orthogonaltrajektorien der beriihrenden Hauptkreise 
der Kurve I sind. Da also der Tangentenvektor der Evolvente C 
den Hauptkreisbogen MT senkrecht schneiden muss, steht er auf 
der Ebene TSM und daher auch auf dem Vektor q senkrecht. Es 
ist also 


GP x 
dosa 0, (14) 
und da die Kurve I' auf der Kugel K liegt, wird 
qa? = R*. (15) 
Durch zweimaliges Differenzieren dieser Gleichung folgt 

Odesi. 

sade. 0, (16) 
aq 
Sea. ee (17) 


q und So s sind zwei senkrechte unabhingige mit dem Vektor | 


r komplanare Vektoren, da sie alle in der Ebene TMS liegen. Da 
ferner R die 2 des Vektors r ist, kčnnen wir setzen 


, r=qeos dt RS sind, 
wo i sod (0) Mee jetzt noch unbestimmte Funktion ist. 
die agente (18) nach g. Wenn s wir dann mienerheknas BER, 


skalar mit q multiplizieren und dabei die Beziehungen (14), (18 
cy und an, nesses oso srbelien ge s. ele) KE 


gr. feet 1 
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Natiirlich kčnnten wir die Gleichung (21) auch durch eine geo- 
metrische Uberlegung gewinnen, indem wir die obenbewiesene 
Eigenschaft der mechanischen Evolutenerzeugung ausniitzten. 


Schliesslich heben wir noch die eigentlich selbstverstandliche 
Tatsache hervor, dass jene hier bewiesenen S&tze iiber spharische 
Evoluten und Evolventen, die zur inneren Geometrie der Kugel- 
flache gehčren, auch in der Ebene des sphšrischen Raumes gelten. 
Bei Identifizierung diametral gegeniiberliegender Punkte der Kugel- 
flache bleiben diese S&tze auch fiir die Ebene der elliptischen 
Geometrie giiltig, so z. B. der Satz uber mechanische Evolventen- 
erzeugung. In der elliptischen Ebene existiert jedoch fir eine 
gegebene Evolvente nur eine Evolute. In diesem Falle fallen namlich 
die linke und die rechte Evolute zusammen. 


NEKA SVOJSTVA SFERNIH EVOLUTA I SFERNIH EVOLVENATA 
Stanko Bilinski, Zagreb 


Sadržaj 


Neka je (1) jednadžba sferne krivulje C, koja se nalazi na kugli 
K polumjera R, a ishodište koordinatnog sustava neka je u središtu 
te kugle. Neka su nadalje t, n, b vektori trobrida pratioca, o polu- 
mjer zakrivljenosti, a zt torzija krivulje C. 

Središte P kružnice k, koja krivulju C oskulira u točki T (s) 
određeno je radijvektorom (2), dok je središte S oskulacione kugle 
općenito određeno radijvektorom (3). Kako je e = 0, iz (2) i (3) slijedi 
(4). Kružnica zakrivljenosti k dijeli kuglinu plohu u dva sferna 
kruga sa središtima u točkama M i M', koje su projekcije točke P 
iz ishodišta S na kuglu K (Sl. 1.). Krivulju I’ (odnosno I”), koja je 
geometrijsko mjesto svih točaka M (odnosno M’), zvat ćemo »lijeva 
evoluta« (»desna evoluta«) krivulje C, a obje zajedno jesu »sferne 
evolute« te krivulje, dok je C »sferna evolventa« krivulja DF i I". 
Prema (4) možemo dakle jednadžbe sfernih evoluta krivulje C pi- 
sati u obliku (5), gdje se gornji predznak odnosi na lijevu evolutu 
I’, a drugi na desnu I“. 

Pokazat ćemo najprije da sferne evolute i sferne evolvente 
imaju svojstva posve analogna svojstvima evoluta i evolvenata kri- 
vulja u ravnini. ' 

Deriviramo li jednadžbu (5) po s, slijedi (6). Dakle je tangenta 
u nekoj točki sferne evolute paralelna sa glavnom normalom pri- 
padne točke sferne evolvente. Iz (6) nadalje razabiremo da sferne 
evolute imaju šiljak u nekoj točki, ako u pripadnoj točki sferne 
evolvente torzija +t mijenja predznak. 

Neka je sada ToT takav luk na krivulji C, gdje u svim točkama 
vrijedi (7). Duljina pripadnog luka MyM (odnosno Myg'M') sferne 
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evolute bit će tada radi (6) i (7) dana relacijom (8). Kako jedna- 
džba (9) daje polumjer oskulacione kugle, vrijedi za torziju t rela- 
cija (10), a ta vrijednost uvrštena u (8) daje (11). 

Razabiremo dakle da i na kugli vrijedi mehaničko izvođenje 
evolvenata: Kraj napete nerastezive niti opisuje kod namatanja te 
niti na sfernu evolutu jednu njezinu sfernu evolventu. Pri tom je 
nit napeta tangencijalno na evolutu duž glavnih kružnica kugle K. 


d 
_ Tangentni vektor = krivulje C okomit je na vektore r i n, 


pa dakle i na ravninu TSP, a onda je okomit i na luk MT glavne 
kružnice, koja evolutu |’ tangira u točki M. Zato je sferna evol- 
venta C ortogonalna trajektorija glavnih kružnica MTM', koje tan- 
giraju sferne evolute |’ i |”. Time su najvažnija svojstva evoluta 
i evolvenata u ravnini potvrđena i za analogne sferne krivulje. 
~ Neka je sada (12) jednadžba bilo koje sferne krivulje I’, gdje je 
parametar o duljina luka na toj krivulji, kako tada glasi jedna- 
džba (13) jedne sferne evolvente C te krivulje I’? Iz činjenice, da 
su sfrene evolvente ortogonalne trajektorije tangencijalnih glavnih 
kružnica evolute |" slijedi 19 a kako ta evoluta leži na kugli K 
vrijedi (15). 
Uzastopnim deriviranjem ove jednadžbe dobivamo (16) i (17). 


d ' 
Kako su q i U dva međusobna okomita vektora, a s njima je > 


komplanaran vektor r duljine R, to možemo postaviti relaciju (18), 
gdje funkciju 2 (9) treba još odrediti. U tu svrhu derivirajmo jed- 
nadžbu (18) po o, pa tako dobivenu relaciju skalarno pomnožimo 
sa q. Uvažimo li pritom relacije (14), (15), (16), i (17), dobivamo 


(19), a odatle integracijom (20). Uvrstimo li to u (18), dobivamo sa 


jednadžbu (21) sfernih evolvenata krivuljesl E Ee 


Neki slični zaključci kao : za sferne evolvente i evolute vrijede i me 


za analogne krivulje eliptične ravnine. Samo u tom slučaju | 
svaku krivulju postoji samo jedna. pa do a i ‘aos 
luta Sada’ ee zajedno. E : 


= rr 
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EINIGE METRISCHE RELATIONEN UBER SIMPLEXE 
Vladimir Devidé, Zagreb 


1. Im (m—1l)-dimensionalen euklidischen Raume R,—, seien 
zwei Systeme MmiT,,To,...,Tmt, MmiT1,T9,...,T'm> von jem 
Punkten T; bzw. Ti, i= 1, 2,..., m gegeben. Die Punkte von 
Mm (M'm) seien auf einem (m—2)-dimensionalen spharischen Raume 
(Hypersphare) Hm—s(Hm—2) mit dem Radius rm(r~) und dem 
Mittelpunkt Om(O'm) gelegen; der Abstand O,,O', dieser Mittel- 
punkte sei a. 


Es werden vorerst die folgenden Formeln bewiesen: 


Bedeutet si; den Abstand TT ¢ der Punkte Tj; <= M, und 
"E = Mon so ist 


2.2 2 
Sian S12) Sim 
2 2 2 as 
Df go 7 2k oe | (— 1)" 2 ne — BN? Go? = a?) - 
hid ik CMe as ‘et an aye” os m ze 
dad aes ‘SS (A) 
gadi 2 
lst, $12 Sim 1 
: oma 2 i 
sal 521 $99 * * * Som re 
is == Mk Eee Ra AZ =(>1):2 [(m—1)!]2 Soo: (B) 
10 249 9 
Sm1 m2 * Sim 
dari Resi sh 


dabei ist Sm(S'’m) der mit der (m—1)-dimensionalen Masseinheit 
gemessene Inhalt des durch das System My (M'n) bestimmten 
Simplex. 

Weiter werden die Relationen (A), (B) spezialisiert und unter 


anderem aus ihnen einige bekannte Formeln abgeleitet. 
—_> ——> 
2. Beweis der Formel (A). Die Vektoren si = Om Ti, Sx = Om T’x; 
> 
a = O’, Om seien in ihre (m—1) e ee ESO zer- 


legt und es sei 


5 
Foe ea ee ee 


—— : 
"k=OmTi Ts zeki JM prie KE 1. 2 Em (1) 


SEGET m2 fleira Prada, 
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Nach der Formel ftir den Inhalt des Simplex ist dann 


eee pepa ee re 


fre hy, emg i 
(m AN Spey eee re a (2) 
Ce ee a 
, umio 1 
(m —1)!S,, = reper | (3) 
“m1 x m, m—1 1 


Addieren wir in (2) (subtrahieren in (3)) von der i-ten, i = 
=1,2,..., m—1 Spalte die mit a; multiplizierte m-te und multi- 
plizieren noch (3) mit (Tm? + Tmž—a?).(—2)"-1, so wird 


zuba Sy aa Perma 
(m—1)S,, moi (4) 

| (% mir a,) es (%m, m1 1s a,—1) 1 

(— 2)" (m—1)!8',, (+r? — a2) = 

(—2 2) + 2a))...(—22', moi $24, 4) 2 + 32 — 0?) 
(2a y+ 2ay)...(—2a'm my tau Ot ra) (5) 
Multiplikation von (4) mit (5) nach Zeilen ergibt | .. 
PG Neen i Ge ae ae 
=D 12" [om — FS, 8, (+ a) ee 
e X zač ik A Ean) a 


wobei bo ite Ser ; a 
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Endlich ist 


> 


KE = 
s+a=0,T,, Gbe, = O11) — OFF Y,=T', T; 


—— > 
= go grane 
dk = Tx To = 84,7 


und (A) bewiesen. 
3. Beweis der Formel (B). Es sei H ein (m—1)-dimensionaler 
spharischer Raum in einem m-dimensionalen euklidischen Raume 
Rm; O sei sein Mittelpunkt und r sein Radius. 
Auf H seien jetzt Hy» 


und H’» 2 mit Mm bzw. M’m gelegen 
und zwar so, dass Om O'm auch im Rm gleich a ist. 

Naturlich liegen jetzt Hy_» und H’m_—» in verschiedenen Ry,_1'S 
(H,—2 im R,,-1, und H’m_» im R’m—,) die miteinander (in R») den 
(bei gegebenen Tm, 1m, a, r eindeutig bestimmten) Winkel a 
(bestimmt durch den Winkel der Senkrechten auf R»— , und R’m—}) 
bilden. Bei gegebenen rm, 1m und a ist eine solche Einbettung 
bei gentigend grossem r ersichtlich durchftihrbar. 

Nehmen wir O zu den Systemen Mp, M’m hinzu, so wird 

Mm 41171, To,--.,Tm; Tm4, = OF, 

M'n+14T 1, eos Pacer ia IMG Tn+1 = Or. 
Fur Mpy+1 M m+1 Sind die Voraussetzungen der Formel (A) (fur 
m +1 statt m) erfullt und es wird 


(za I 2 puža E 
Dai E sai gren + Ka +a jesi (6) 


es leuchtet ein, was unter Six, Tm+1» Tm+na;m+1; m+1 ZU verstehen 
ist. Wir wollen aber einige dieser Gréssen durch die uniiberstri- 
chenen und durch a ausdricken. ~ cad 

Da Tm41 = T’m+1 =O, so ist ersichtlich § 44,45 mdi = is 


k=1,2,...,M; Sm41,m41 =9. Bezeichnen wir noch OOm mit h, 


OO’, mit h’ so wird MS = = Smh, mus aed = S’,n’ und aus {6) 
folgt 


511 ee 1 
Dnt Ze že oe a 2 Pp, 
ri JE eee ep oa 
1 saa ead) 
ae oo u ee ere 
= = (— dj 2m [Gm—=1)11? poke PE she See Whe Ž (7) 


Da Om+1(O'm41) auf der Gerade 00,,(00' m) liegen muss, so | 
ist, wie leicht einzusehen ist, 
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Poy Pet —a= Zana EKU cos (ZL 0. 005) = rk pama cos a 
(8) 
(weil OmO(O’mO) senkrecht auf dem R,— (R’,—) steht, in dem 
Hy (H'm) liegt). 
Weiter ist 
Kr C= nježna gl) ed 
also 
2r 


yale a Ps 2 = rr mješa (9) 


Fiihren wir (8) in (7) ein, so wird unter Beachtung von (9) 


in 


= (—1)"2” | [(m—1)|}?S,, S',, cos a. (C) 


ib fy 


Lassen wir r nach co streben, so strebt Sik —> Siz, a—> 0, und (B) 
ergibt sich als Spezialfall von (C). 


4. Die Formel (C) gilt auch dann noch, wenn H»—» und H’'m—» 
nicht mehr auf einem und demselben H liegen, sondern wenn nur 
im Rm die Senkrechte auf R,_1 in Om und die Senkrechte auf 
R’m—1 in O’m einander schneiden, d. h. nicht windschief sind. Der 
Beweis gestaltet sich ganz analog dem vorhergehenden. 

5. Bemerkungen zu (A), (B), (C). 

a) Die gegenseitige Lage der Punkte aus M, und M',, geht in 
die rechte Seite von (A) nur iiber SmS'm ein. Die linke Seite bleibt 
also ungeandert, wenn man z. B. die Systeme M,, und M',, als starre 
Figuren um O, bzw. O’», nach Belieben dreht. 

Dm ist dann und nur dann gleich Null, wenn wenigstens eine 
der folgenden Voraussetzungen erfiillt ist: 

1) Sm = 0 (S’m = 0), d. h. wenn Mm (M’m) sogar in einem Rn—» 
(R'm—2) [d. h. auch sogar in einem Hy_3 (H'm—3) liegt]. (Eine dieser 
MOglichkeiten genigt.) 

2) Tm2 + 1m? = a?, d. h. wenn die Raume Hm—o, H’m—g ein- 
ander senkrecht schneiden. 

b) Gy ist dann und nur dann gleich Null, wenn wenigstens 
eine der folgenden Voraussetzungen erfiillt ist: 

1) Sm = 0 oder S’m = 6. 

2)-cos a = 0, d.h. OOm LO0 x. 

Die rechte Seite von (B) ist auch noch von a unabhšngig, d. h. 
Gm bleibt ungeandert, wenn z. B. die Systeme Mm, M', als starre 
Figuren nach Belieben im R,»—; verlagert werden. 

Eine analoge Bemerkung gilt fiir (C) unter Beachtung von 4. 

c) Aus (A) und (B) folgt fur-SnS'm=E O 


Dn/Gm = = a2 — Tm2 — m2; (D) > 


Dm/Gm bleibt also ungedndert, wenn jeder Punkt des Systems | 
Mn (Mm) fir sich nach Belieben in H» (H’m) verlagert wird. 


a ia 


Einige Metrische Relationen... 119 


6. Es seien einige Spezialfalle von (A), (B), (D) angefiihrt: 

a) Fur m = 4 ergibt (A) eine Formel von Siebeck.! 

b) Fur m=5, und wenn M;(M’s) sogar in einem Hy (Ho) 
liegen, ist S; S5 =0 und (A) ergibt eine in Baltzer angefuhrte 
Formel.? 

Fur Mm =M'm d. h. Tj = Ti ist ruž = rn2 (und soll mit r2 


bezeichnet werden), a= 0, Sm = S'n (und soll mit S bezeichnet 
werden) und es gilt: 
c) Wenn My» — M,» sogar in einem H,,_3 liegt, so wird S = 0 


und (A) ergibt den Milne-Thomsonschen Satz.3 

d) Wenn S + 0, so ist nach (A) Dy, = (—1)"—1 2” [(m—1)!]2 S2 12; 
speziell fir m = 3 ergibt sich hieraus die bekannte Formel P = 
= abc/4r fiir den Flacheninhalt des Dreiecks. 

e) (B) ergibt eine bekannte Formel fiir den Simplexinhalt aus- 
gedrtickt durch die Seiten des Simplex. 

f) Wenn S + 0, ergibt (D) r? = Dn /(—2 Gy) fiir den Radius des 
einem Simplex umbeschriebenen spharischen Raumes ausgedriickt 
durch die Seiten des Simplex; fir m = 4 ist das eine Formel von 
Crelle*. Speziell ergibt sich fiir das regulare Simplex mit der Seite 


—1 : A 
ST = y= S$; wieder eine bekannte Formel. 
m 


g) 2 aix bedeute den (inneren) Winkel, den die den Punkten 

Ti, T; gegeniberliegendefi Rdume Rm—o, i, Rm—o, x, bestimmt durch 
die Simplexe 

i1Ti, To, as et3 re dra KKK) TAE 1.05, To, +... L Eats Tr 41) POLO Tmt, 
miteinander schliessen. Dann ergibt (D), wie eine leichte Rechnung 
zeigt, 
cos? a, 1 

i 0 
dabei ist fiir cos axx Null zu setzen. Speziell ergibt sich aus (E) fur 
das regulare (m—1)-dimensionale Simplex die bekannte Formel 


cos a = ae 
2(m— 1) 
h) Es sei S; der (m—2)-dimensionale Inhalt des dem Punkte 


T; gegentiberliegenden (m—2)-dimensionalen Simplex (»Seitenrau- 
mes«) N; {T1,...,Tixi, Ti¢i,-.-Tmt; aie der (in mere)—Neigungs- 
winkel der Seitenriume Ni, Nz; Zix das algebraische Komplement 
des Elements sSixž in Gmn. 

Nach einem Satz iiber die reziproke Determinante ist | zix| = 
— 0.G7—1 = 0; nach (C) ist aber zix = (—1)™ 27—1 [(m—1)!]? Si Sx- 
-COS (1% — air). 

Also ist |—SiSx cos aix| = (11 Sj)2|— cos aix| = 0, d. h. 

| cos ax | = 0. (F) 


2 | cos? Gi, | + 


i CGrellewJ:, G25 p. 1514 

2 Determinanten, Finfte Aufl., p. 242. 
3 Math. Gaz., 20. (1936.), p. 322. 

4 Sammlung mathematischer Aufsatze. 


m 
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NEKE METRICKE RELACIJE O SIMPLEKSIMA 


Vladimir Devidé, Zagreb 


Sadrzaj 


U (m—1)-dimenzionalnom euklidskom prostoru Rm —, dana su 
dva sistema M,,{Tit, M’miT%t, od po m točaka T;odn. Ti. Točke 
od My, (M'n) neka leže na jednom (m—2)-dimenzionalnom sfernom 
prostoru (hipersferi) Hm—: (H’m—2) radiusa Tm(T'm) Sa središtem u 
Om (O'm); udaljenost OmO’m tih središta neka je a. Označi li se 
(m—1)-dimenzionalna sadržina sistemom M, (M'n) određenog sim- 
pleksa sa Sm (S“m), pokazuje se da vrijede relacije (A), (B), (D); six 
označuje pri tom udaljenost točke T; < My od točke Tx = Mn. 

Stavi li se Hm—g i H’m—g sa. Mm odn. M’m u neki m-dimen- 
zionalni euklidski prostor Ry, tako, da se normala u središtu Om na 
prostor Ryx—i, određen hipersferom Hm, i normala u središtu 
O'm na prostor R'n—i, određen hipersferom Hnm—2,_ sijeku u pro- 
storu R,, pod kutom a, i označi li se udaljenost Tj TiTx u Rm SA Sik, 
pokazuje se da vrijedi (C). 

Dalje se razmatra ovisnost lijevih strana (A) —(D) o među- | 
sobnom položaju točaka sistema M, i M’m, te se navode neke spe- 
cijalizacije dobivenih relacija: Siebeck-ova formula (6a), Baltzerova 
(6b), Milne-Thompsonov stavak (6c), jedna poznata formula za tro- 
kut (6d), formula za sadržinu simpleksa izraženu kao funkcija nje- 
govih stranica (6e), formula za simpleksu opisanu hipersferu i kao 
spec. slučaj Crelle-ova formula (6f), te dva identiteta u vezi s deter- 


minantama u koje ulaze kosinusi ae es ae E 
pleksa (6g i 6h). <. > a 


- 


dn 8. II. 1954.) 


Pug Mira. ka ska 
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VERALLGEMEINERUNG EINER FORMEL 
VON L’ HUILIER 


Vladimir Devidé, Zagreb 


1. Bezeichnen wir mit rz, den Halbmesser des Inkreises eines 
Dreiecks, und mit rj, i= 1, 2, 3, die Halbmesser seiner Ankreise, 
so ist (L’ Huilier 1809): 

a! 


To 


EL 1 1 
= => -- . (1) 
Ti T2 T3 


Im Artikel »Verallgemeinerung zweier planimetrischen Theore- 
me auf den n-dimensionalen Raum« (Glasnik mat.-fiz. 1951, S. 145. 
—154.) zeigte ich mittels analytischer Geometrie, dass folgende 
Verallgemeinerung der obigen Formel gilt: 


Es sei rm der Halbmesser der dem n-dimensionalen Simplex 
Sn einbeschriebenen Hypersphdre, und rnk seien die Halbmesser 
der das Simplex von aussen beriihrenden Hypersphdren. Dann ist 


n+1 


— 1 1 . 

Atak ==(1 ) r, (2) 
Dabei ist unter einer »das Simplex von aussen berihrenden Hyper- 
sphare« eine solche zu verstehen, die alle die n +1 (n—1)-di- 
mensionalen Seitenraume des Simplex (oder ihre Verlangerungen) 
beriihrt, und zwar genau einen von ihnen »von aussen«, d. h. so, 
dass sich der Mittelpunkt O der Hypersphare und das Simplex 
selbst auf verschiedenen Seiten dieses Seitenraumes befinden (d. 
h. die Verbindungslinie von O mit einem inneren Punkte des Sim- 
plex trifft die Hyperebene dieses Seitenraumes). 


Es kann aber schon beim Tetraeder der Fall eintreten, dass 
ausser einer einbeschriebenen und vier das Tetraeder »von aussen« 
bertihrenden Kugeln noch weitere Kugeln bestehen, die alle vier 
Seitenebenen des Tetraeders beriihren, aber zwei »von aussen«. 
(Beriihrungskugeln »oberhalb der Kanten«). 

Es erhebt sich also die Frage nach einer weiteren Verallge- 
meinerung der Formel (1), bei der alle iberhaupt mogli- 
chen das Simplex beriihrende Hyperspharen beriicksichtigt 
werden. 
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2. Um die Definition in 1. zu verallgemeinern, sagen wir, dass 
eine das n-dimensionale Simplex S, beriihrende Hypersphare H 


die (n—1)-dimensionale Hyperebene Ri, seines Seitenraumes 
F; von innen (aussen) berihrt, wenn sich der Mittelpunkt O 
von H und S, selbst in demselben Teil (verschiedenen 
Teilen) des Raumes R, [bestimmt durch S,], der durch Ri, in 
zwei Teile geteilt wird, befinden. [D. h. wenn die Verbindungs- 
strecke von M mit einem inneren Punkte des Simplex S, die 


Hyperebene Ri_, TAE LE sapigitigaiey, (G6 rontaksri)ki 
Eine Hypersphare, die R: R* 


2 im 

ž : u la nie sko RS 

¢ g eae 2 , : ; 
Rija git zno Rie m von aussen berihrt, bezeichnen wir mit 


von innen, und 


Hi(ir,...; im), Ke.) Pn+i—mt. Den (n—1)-dimensionalen Inhalt 
des Seitenraumes f'; bezeichnen wir mit Pj. 


Vorerst zeigen wir: 


Die Hypersphire Hi(i1,...,im),Ki,..., Ku+i—m f existiert dann 
und nur dann, wenn 
m n+!—m 
DP », Pree @ (3) 
j=l j=) J 


Abba ls 


a) Beweis dass die Bedingung notwendig ist. 


Es sei T ein Punkt ausserhalb S, welcher in keinem Biz 
liegt (j=1,...,n +1). Die Projektion von S, von T aus auf eine 
passend gelegene (n—1)-dimensionale Hyperebene R,—, , die T nicht 
enthalt, wird zu einem (n—1)-dimensionalen Polytop S’,—;. Die 
Kontur K’,-2 von S',—, wird ein (n—2)-dimensionales konvexes 
Polytop sein, mit dem topologischen Zusammenhange einer (n—2)- 
dimensionaler Hypersphare. K’,» ist also die Projektion einer 
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Gruppe K,—» (n—2)-dimensionaler Schnittpolytope (Schnitte ge- 
wisser Paare der Fj) mit dem topologischen Zusammenhange 
einer (n—2)-dimensionalen Hypersphire auf S, die die Seiten- 
raume Fj; von S, in zwei getrennte Gruppen teilt: eine »sichtbare« 
welche jene F; enthalt, die man von T aus sieht (Gruppe Ks) und 
eine »tiberdeckte« jener F; die man von T aus nicht srYeht 
(Gruppe Ky). Es ist klar, dass die zweite Gruppe Ky genau diejeni- 
gen F; enthalten wird, deren R!_4 den R, so teilen, dass sich S, 
und T in demselben dieser Teile befinden (oder, anders aus- 
gedrickt: die erste Gruppe Ks enthšlt genau diejenigen Fj, deren 


Rh,—i von der Verbindungsstrecke von T mit einem inneren 
Punkte von S, getroffen wird). (Fiir verschiedene Lagen des 
Punktes T und n = 3 bzw. 4 vgl. Abb. 1 bzw. 2; bei n = 4 ist fur 
die Veranschaulichung von S, ein Schlegelsches Diagramm verwen- 
det worden.) 


Wenn also H {(iy,..., im), ky,.-., Kn4t-m! mit dem Mittel- 
punkt T ausser S, existiert, so wird die erste Gruppe genau 
die Seitenriume F; und die zweite genau die Seitenraume Fj 
enthalten. 

Bezeichnen wir noch: mit Js den (n-dimensionalen) Inhalt des 
durch Ks und die (n—1)-dimensionalen Simplexe STK (bestimmt 
durch T und K,—») begrenzten Polytops, mit Jy den (n-dimen- 
‘sionalen) Inhalt des durch Ky und Srx begrenzten Polytops, und 
mit J, den Inhalt des Simplex Sy, so wird 


Js + J,=Ju, ols let Ju —Jg=Ins - (4) 
Ferner sei hrjdie Lange der aus T auf F; gefallten Senkrechten; 


dann wird 
n+l—m 


nJy =» lene, Py , nJs = >: Tk, Pr (5) 
eal j=l 
also 


mJy make Fy Py, i 
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Existiert also die Hypersphire H i(iy,...,im),K1>+<:>Kn+1—mf 


mit dem Halbmesser 7, so wird wegen 


Sep De See ee (7) 


jedenfalls 


nJ 
DP Re OF (8): 


r 


die Bedingung (3) ist also notwendig. 


Es ist ferner leicht einzusehen, dass (6) auch dann noch gilt, 


also auch (3) auch dann noch notwendig ist, wenn sich T inner- 


halb S, befindet. 


b) Es sei jetzt (3) erfullt. Bezeichnen wir: 


dnl by Pye p,) =r. (9) 


Es sei Fs einer der Seitenrdume F;. Dann existiert gewiss der (ein- 
deutig bestimmte) Punkt T, welcher von allen n Seitenraumen Fj, 
js um r entfernt ist, und von welchem aus -von F; abge- 
sehen- die Seitenraume Fy, sichtbar sind, die Seitenraume Fj 
aber nicht. (T ist bestimmt als der Schnittpunkt von n (n—1)- 
dimensionalen Hyperebenen parallel zu den n Seitenrdumen Fj, 


j==s, genommen an »der entsprechenden Seite« von Ri,_4). 


Bezeichnen wir noch den Abstand des Punktes T von F; mit x, 
so wird wegen (5) 


(Soe ree keks be P,=nJ,, (10) 
und wegen (9) 


SP Py = Ine (11) 


Aus (10) und (11) folgt erstens x = r, und zweitens, dass man 
Fs von T aus sieht oder nicht sieht, je nachdem F,; S {Fx} oder 
Fs = {Fit gewahlt wurde. T ist also der Mittelpunkt der Hyper- 
sphare H j(i,...,im),k,,...,kn41—mt welche folglich eindeutig 
existiert, d. h. die Bedingung (3) ist auch hinreichend. 

Aus (3) folgt: a) Es existiert immer die einem Simplex ein- 


2 . n+1 
beschriebene Hypersphšre, da *Pj >0 ist. b) Es existierem 
1 


immer alle die n +1 ein Simplex beriihrenden Hyperspharen, 
die genau einen seiner Seitenriume von aussen beriihren, da 
Ša P;—Ps >0 (wegen der allgemeinen »Dreiecksrelation« S P;>P,). 
jd ' jet: 


c) Fur kein Simplex existiert eine das Simplex beriihrende Hyper- 


sphare, die genau einen seiner Seitenradume von innen beriihren. 
wurde (aus Griinden wie bei b)). d) Fiir kein Simplex existiert eine 
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alle Seitenrdume des Simplex von aussen berijhrende Hyper- 
sphare (aus Griinden wie bei a)). 


3. Es sei jetzt n eine gerade Zahl. (Der Einfachkeit der 
Darstellung wegen nehmen wir z. B. n=6 an. Es wird sich 
zeigen, dass der allgemeine Fall keine neuen Schwierigkeiten be- 
reitet.) Betrachten wir eine Teilung aller Seitenrdume des Sim- 
plex in 2 Klassen: eine, enthaltend m Seitenrdume Fj, die andere 
n+ 1—m Seitenraume Fx. Es sei z. B. m=4 und die Teilung durch 
{Fit = 1Fy, F3, F4, Frt, {Fx} = 1F2,F5,Fet, gegeben. Es kann dann 
einer der folgenden Falle eintreten: entweder ist Y P;— XP; > 0, 
oder + P; — X P; > 0. (Wir werden sehen, dass der Fall 5 P; = SP, 
keinen Einfluss auf die Formeln (15) und (16), auf. die es uns allein 
ankommt, haben wird.) Es wird also nach 2. genau eine der Hyper- 
spharen HM2576)21.3,.4. 71, 1304,85. 7), 2,56} und zwar. mit 
dem Halbmesser r =6J4//*P;—XP,| existieren, d. h. mit 1/r = 
= | YPi— J Px|/6Jg. Ist also m > (n +1) / 2 und wahlen wir im 
Ausdruck + 1/r = ¢-1/r das Zeichen ,,+” falls r Halbmesser von 
Botts ce sete, EL m Kngy-oant Und. falls -r .Halbimesser 
srr Ea ticg 5. Kn gms, 11 oy imi ist, SO. wird 


= (> Piz» Pp) Ind, (12) 


Summieren wir die Ausdriicke (12) fiir e.1/r fiir alle existierenden 
das Simplex S, beriihrenden Hypersph&ren, die genau m oder 
genau n+1—m seiner Seitenrdume von innen bertihren — 
denen alle mčgliche Teilungen von (Fy, Fo,...,Fn41! in zwei 
Klassen von je m bzw. n + 1—m dieser Seitenraume entsprechen 
— so erscheint auf der rechten Seite von (12) jeder der Seiten- 


rauminhalte P; genau dosa > dii: = (Ee) mal mit dem Zeichen 


5+’, und genau ena) — (aja 2 mal mit dem Zeichen 
4—’, und es wird 


Detailer - OS ef aa 


Wollen wir nun die Ausdriicke e. iiber alle tiberhaupt vor- 


handenen Beriihrungshypersph&ren von S, summieren, so brauchen 
wir nur in (13) m iiber alle ganzen Zahlen zwischen (n + DY2 bis 
einschliesslich n + 1 laufen zu lassen Ko daraus wieder die Sum- 
me zu bilden, was ergibt 


Dg 
r Fon): oe i om 8) 
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Da aber SP;/nJ, = 1/7 ist, wo ro den Halbmesser der dem 
Simplex einbeschriebenen Hypersphare bedeutet, so wird 
1 Na: 
posal a 


Ist n ungerade, so werden wir, auf dieselbe Weise ver- 
fahrend, bei der Summation nicht die Halbmesser derjeni- 
gen Beriihrungshypersph&ren des S, in Betracht ziehen konnen, 
die die gleiche Anzahl seiner Seitenraume von innen wie von 
aussen berthren. 

Mit dieser Einschrankung erhalten wir endlich (wenn wir mit 
[a] die grčsste in a enthaltene ganze Zahl bezeichnen): 

Summieren wir die reziproken Werte 1/r der Halbmesser 
aller moglichen Bertihrungshypersphdren eines n-dimensionalen 
Simplex Sn, wobei jeder dieser Werte mit dem Vorzeichen ,,+” 
oder ,,—" (Faktor g = + 1 oder — 1) genommen wird, je nachdem. 
die entsprechende Hypersphdre eine grossere Anzahl von Seiten- 
rdumen des Syn von innen oder von aussen beriihrt (aus- 
schliesslich — bei ungeradem n — der reziproken Werte der 
Halbmesser von Hypersphiren die die gleiche Anzahl von Seiten- 
rdumen des Sp von innen wie von aussen beriihren), so wird, wenn 
mit rg der Halbmesser der dem Simplex einbeschriebenen Hyper- 
sphdre bezeichnet wird, 


Xe F=(E) aw 


Fur n = 2 sind der Inkreis und die drei Ankreise die einzigen. 
Berthrungskreise eines Dreiecks, und (16) ergibt 1/rp + 1/ry + 
Pl/rs + 1/rg = 2/79 alsor(1). 


GENERALIZACIJA JEDNE L’ HUILIERove FORMULE 
Vladimir Devidé, Zagreb 
Sadržaj 


Označimo li sa ro polumjer trokutu upisane kružnice, a sa Tr 
polumjere vanjskih dodirnih kružnica trokuta, vrijedi relacija (1) 
(L’Huilier 1809.) 

U članku »Poopéenje dvaju teorema elementarne planimetrije 


na n-dimenzionalni prostor« (Glasnik mat. fiz. 1951, str. 145—154.) 
bilo je pokazano: 


rT et 
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Ako je ry polumjer n-dimenzionalnom simpleksu upisane 
hipersfere i ako su rnx polumjeri PRE dodirnih hipersfera toga 


 simpleksa, vrijedi (2). 


Kod toga je pod »vanjskom« dodirnom hipersferom bila mišlje- 
na ona, koja točno jednu pobočku simpleksa dira »izvana« t. j. tako 
da spojnica središta hipersfere sa nekom nutarnjom točkom sim- 
pleksa siječe hiperravninu dotične pobočke. 

No kako već kod tetraedra mogu nastupiti dodirne kugle, koje 
više od jedne pobočke diraju izvana, postavlja se pitanje poopćenja 
relacije (1), kod kojeg bi se uzele u obzir sve uopće moguće 
dodirne hipersfere nekog simpleksa. 

U članku je najprije pokazano, da dodirna hipersfera nekog 
n-dimenzionalnog simpleksa, koja bi pobočke F;. dirala iznutra, a 
preostale pobočke Fi, izvana, postoji onda i samo onda, ako vrijedi 
(3) i da je tada Scanorietna odredena. Pri tome P; oznatuje (n-1)- 
dimenzionalnu sadrzinu pobočke Fj. 

Konačni rezultat radnje je ovaj:. 

Sumiramo li recipročne vrijednosti 1/r polumjera svih mogućih 
dodirnih hipersfera nekog n-dimenzionalnog simpleksa uzevši sva- 
ku sa faktorom e=1 ili e =—1 prema tome, da li odgovarajuća 
hipersfera dira veći broj pobočaka simpleksa iznutra ili izvana (a 


one uzevši u obzir — za neparno n — polumjere hipersfera, koje 
diraju isto onoliko pobočaka i: izvana koliko i iznutra) vrijedit će, 
: ako sa r, označimo radius Zaoa upisane hipersfere, oka (16). 


(Primljeno 13. IV. 1954.) : prao 
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DIE FLACHEN 3. ORDNUNG MIT VIER 
DOPPELPUNKTEN 


Dominik Palman, Zagreb 


Einleitung. Es sollen im Raum zwei Gerade p; und pg, als 
Leitgerade der linearen hyperbolischen Kongruenz H, und eine 
Flache 2. O. gegeben sein. Durch einen nach Belieben gewš&hlten 
Punkt A des Raumes legen wir einen Strahl der Kongruenz H,, 
auf welchem wir den Punkt A, der beziglich der Flache Y konju- 
giert ist, bestimmen. Auf diese Weise kann jeder Punkt A des 
Raumes X auf einen Punkt A, des Raumes yy abgebildet werden. 
Solch eine Raumtransformation ist als kubische Inversion bekannt!, 

Wir geben zunachst einen kurzen Riickblick auf die wichtig- 
sten Resultate beztiglich einer solchen Raumtransformation. 

Jedem Punkte des Raumes X entspricht nur ein Punkt des 
Raumes 2y . Die Punkte auf der Flache Y entsprechen sich selbst. 
Alle Strahlen der Kongruenz H,, die die Flache Y beriihren, bilden 
eine Regelflache e 4. O. Diese Regelflache e beriihrt die Flache V 
entlang der Kurve //4, die 4. O. 1. Art ist. Den Punkten auf der 
Kurve 1//+ entsprechen Gerade, die Erzeugende der Regelflache g 
sind. Den Punkten auf einer Leitgeraden der Kongruenz Hy, ent- 
sprechen Gerade, welche Bisekanten der Kurve //* sind und die 
anderen Leitgeraden schneiden. Alle diese Geraden, die den Punk- 
ten auf einer Leitgeraden entsprechen, bilden eine Regelflache 2. O. 
Einer Geraden p des Raumes X entspricht im Raum y eine 
Raumkurve p*y 3.0., und einer Ebene 2 entspricht die Fliche 2%, , 
die eine allgemeine Fl&che 3. O. ist, und in der sich die Kurve 114 
und die Leitgeraden pi und ps befinden. Die Beziehung zwischen 
den Punkten der Flache 0%, und der Ebene @ ist mit der Grass- 
mannschen Abbildung der Punkte einer allgemeinen Flache 3. O. 
in die Ebene identisch?. Ebenso wie dort, bekommt man auch hier 
in der Ebene & sechs Hauptpunkte. Zwei davon sind die Schnitt- 
punkte der Leitgeraden p; und pg mit der Ebene 2, und die ubrigen 
vier sind Schnittpunkte der Kurve //* mit derselben Ebene. Diesen 
Punkten entsprechen auf der Flache 0%, Gerade. Allen Verbin- 
dungsgeraden je zweier Hauptpunkte der Ebene &, sowie auch 


1 D. Palman: O jednoj prostornoj kubnoj inverziji i nekim njenim 
proizvodima. »Rad« Jug. akad., knj. 296. (1953), 199—214. 
2 Th. Reye: Geometrie der Lage, Abt. III, 78, (3. Aufl. 1892). 


130 Dominik Palman, Zagreb, 


allen Kegelschnitten, die fiinf von den sechs Hauptpunkten ent- 
halten, entsprechen ebenfalls Gerade. So haben wir samtliche 27 
Geraden der Fliche 05, erhalten. 

Dies sind die wichtigsten Resultate betreffs der kubischen 
Inversion, mittels der wir die weiteren Untersuchungen auf den 
Flachen 3. O. mit vier Doppelpunkten durchfuhren werden, was 
den Hauptgegenstand dieser Arbeit bildet. Im ersten Teile werden 
die Flachen 3. O. mit vier Doppelpunkten klassifiziert, die mittels 
kubischer Inversion erhalten sind, und zwar mit Rucksicht aut 
die Realitat der Doppelpunkte und Geraden der Flache. Im weiteren 
werden wir uns mit denjenigen solcher Flachen befassen, die durch 
den absoluten Kegelschnitt gehen, und zum Schluss mit solchen 
Flachen, von deren vier Doppelpunkten zwei in zwei Punkte des 
absoluten Kegelschnitts fallen. 


1. Es soll in unserer kubischen Inversion die Flache @® eine 
Regelflache 2. O. sein. Die Leitgerade p; soll so angenommen wer- 
den, dass sie die Flache ¥ in zwei reellen Punkten K und L 
schneidet. Als Leitgerade po soll die konjugierte Polare der Leitge- 
raden pi beztiglich der Flache W angenommen werden. Somit 
erscheint unsere Kongruenz Hy, als eine lineare hyperbolische Kon- 
gruenz, deren reelle Leitgeraden konjugierte Polaren der Flache V 
sind. Eine solche Leitgerade p» wird von dieser Flache wieder in 
zwei reellen Punkten M und N geschnitten. Die Regelflache, d. i. 
die Flache die von allen Strahlen der Kongruenz H,, die die Flache 
Y bertihren, gebildet wird, artet in diesem Falle in vier Strahlen- 
buschel aus, die in den vier Bertihrungsebenen der Flache Y in 
den Punkten K, L, M, N liegen, mit den Scheiteln in diesen Beriih- 
rungspunkten. Die Raumkurve //*, entlang deren sich die Flachen 
Y und e beriihren, und die 4. O. ist, zerfallt in diesem Falle in vier 
reelle Gerade, die Erzeugende der Flache Y sind, und die die Punkte 
K, L, M, N enthalten. Diese vier Erzeugenden der Flache € und 
die Leitgeraden p, und p, bilden die Kanten eines Tetraeders O. 
Die Seiten bilden die Bertthrungsebenen x, A, u,v der Flache ¥ in 
den Punkten K, L, M, N. Auf jeder Geraden, die durch einen 
dieser vier Punkte geht, und die in der Beriihrungsebene liegt, fiir 
die dieser Punkt der Beriihrungspunkt ist, entspricht der Punkt- 


reihe des Raumes X dieser Punkt — der Beriihrungspunkt dieser 


Beriihrungsebene — im Raume 2. Demnach haben wir auf jeder 
solchen Geraden eine parabolische Involution, und jedem Punkt 
der Beriihrungsebenen x, /, u, v entsprechen die Punkte K, L, M, N 
d. h. der Beriihrungspunkt der betreffenden Ebene mit der Fl&che 
VY. Jedem Punkte der Leitgerade p, entspricht die Leitgerade p, 
und umgekehrt. Hier haben sich demnach die Fl&chen, die den 
Leitgeraden p, und py entsprechen, in zwei Gerade zusammen- 
gezogen. 

Nehmen wir jetzt eine beliebige Ebene © im Raume S an. 


Dieser Ebene O entspricht im Raume X, eine Flache @°, , die 


sowohl durch die Leitgeraden p, und p, als auch durch die vier 


att the 


m 


Die Flachen 3. Ordnung... 131 


Kanten des erwahnten Tetraeders © (zerfallene Kurve 7/4) mit den 
Spitzen in den Punkten K, L, M, N geht. Jede Gerade p der Ebene 
® schneidet alle vier Seiten (x, /, u,v) des Tetraeders O, und das 
bedeutet, dass jede Raumkurve p*y 3. O. der Flache @*,, die einer 
Geraden p in der Ebene @ entspricht, durch die Punkte K, L, M, N 
geht. Somit ist die Flache 0%, eine allgemeine Fliche 3. O. mit 
vier Doppelpunkten K, L, M, N. 

Wie bei der Grassmannschen Abbildung einer allgemeinen 
Flache 3. O. auf die Ebene, so haben wir auch hier in der Ebene 0 
sechs Hauptpunkte. Diese sechs Hauptpunkte sind die Schnitt- 
punkte der Kanten des Tetraeders O mit der Ebene &, oder, mit 
anderen Worten, es sind die Schnittpunkte P; und P» der Leitge- 
raden p, und p, der Kongruenz Hy, und die Schnittpunkte A, B, C, D 
der zerfallenen Kurve //+ mit der Ebene ®. Es folgt daraus, dass 
die sechs Hauptpunkte in diesem Falle zu je drei auf vier Geraden 
k,l,m,n, liegen, die die Schnittgeraden der Seiten des erw&hnten 
Tetraeders © mit der Ebene @ sind (Abb. 1.). Jedem Punkte auf 
den vier Geraden der Ebene @ entsprechen ftir jede Gerade ein 
Doppelpunkt der Fliche ©*,. Jedem der sechs Hauptpunkte der 
Ebene @ entspricht eine Gerade auf der Flache 0*,. Diese Geraden 
sind die sechs Verbindungsgeraden der Doppelpunkte der Flache, 
und sind, wie wir wissen,® vierdeutige Geraden der Flache 23,, 
Ausser diesen Geraden bestehen noch drei eindeutige Geraden auf 
dieser Flache. Eine dieser eindeutigen Geraden ist der Strahl der 
Kongruenz H;, der in der Ebene 2 liegt und der in unserer kubi- 
schen Inversion sich selbst entspricht. Auf der Abb. 1. ist das die 
Verbindungsgerade der Punkte P; und Pe. Die zwei anderen ein- 
deutigen Geraden entsprechen, wie ersichtlich, den Verbindungs- 
geraden der Punkte AC und BD in der Ebene 2. Da jedem der 
sechs Hauptpunkte der Ebene 2 eine vierdeutige Gerade auf der 
Flache 05, entspricht, so. folgt hieraus, dass jede der eindeutigen 
Geraden der Flache zwei windschiefe vierdeutige Gerade der Fla- 
che schneidet. Jede der eindeutigen Geraden der Flache 05, schnei- 
det zwei andere eindeutige Gerade der Flache und bildet ein 
Dreieck der Flache. Das folgt daraus, dass sich die entsprechenden 
Geraden in der Ebene @ in Punkten schneiden, die keine Haupt- 
punkte der Ebene 2? sind. Alle vier Doppelpunkte und alle Gera- 
den der Fliche 9%, sind in diesem Falle reell. 

Geht die Ebene ® durch einen der Doppelpunkte, so zerfallt 
die Flache 0%, in die Beriihrungsebene der Flache Y im betreffen- 
den Punkt und in einen Kegel 2. O. mit der Spitze in jener Ecke 
des Tetraeders 9, die als einzige nicht in dieser Beriihrungsebene 
(Seite des Tetraeders ©) der Flache ¥ liegt, die dem in der Ebene ® 
liegenden Doppelpunkt entspricht. 


3 F. Klein: Gesammelte doga tie Abhandlungen, II. Bd., S. 
14, Berlin, 1922. 
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2. Schneidet die Leitgerade p, unsere Regelflache Y in zwei 
imagin&ren Punkten, so werden die Schnittpunkte ihrer konju- 
gierten Polaren, d. h. der Leitgeraden p,, ebenfalls zwei imaginare 
Schnittpunkte mit der Regelflache Y haben. Entsprechend dem 
oben erwihnten Fall, der in Abschnitt 1. beschrieben ist, konnen 
wir sagen, dass jeder Ebene ® im Raume X eine allgemeine Flache 
8% 3. O. mit vier imagin&ren Doppelpunkten im Raume y ent- 
spricht. Diese Punkte sind jetzt zwei Paare konjugiert imaginarer 
Punkte auf den reellen Leitgeraden p, und p,. 


Abb. 2. 


Das Tetraeder ©, dessen Kanten die vierdeutigen Geraden der 
Flache 0%, sind, hat jetzt alle vier Ecken imaginar (Doppelpunkte 
der Flache 0?,). Es besteht aus einem Paar windschiefer reeller 
Geraden, wahrend die anderen zwei Paare der windschiefen Ge- 
genkanten des Tetraeders Paare konjugiert imaginarer Geraden 2. 
Art sind. Diese zwei Geradenpaare bilden die zerfallene Kurve ]1*. 


In der Ebene ® haben wir wieder sechs Hauptpunkte, denen 
vierdeutige Gerade der Flache %, entsprechen. Dennoch sind 
jetzt die-Punkte P, und Po» reell, wahrend die anderen vier (A), (B), 
(C), (D)+ imaginar sind (Abb. 2.). Die Geraden in der Ebene 2, die 
den Doppelpunkten der Flache 0, entsprechen, und auf denen 
je drei Hauptpunkte liegen, sind zwei Paare konjugiert imagin&rer 
Geraden mit reellen Schnittpunkten in den Punkten P; und Po. 
Dem reellen in der Ebene & befindlichen Strahl der Kongruenz H, 
(in der Abb. 2. die Verbindungsgerade der Punkte P; und Pg») ent- 
spricht auf der Flache 05, derselbe Strahl, und stellt die reelle 
eindeutige Gerade der Flache dar, die die zwei reellen vierdeutigen 
Geraden p, und p, der Flache schneidet. Die anderen zwei eindeu- 
tigen Geraden der Flache, die in der Ebene ® den Verbindungs- 
geraden der imagin&ren Punkte (A) (C) und (B) (D) entsprechen, 


4 Imagin&re Punkte im Text und auf den Abbildungen werden wir 
mit runden Klammern bezeichen (z. B. (A); imaginare Gerade auf den 
Abbildungen symbolisieren wir durch gestrichelte Linien. 
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sind ebenfalls reelle Gerade. Alle drei reellen eindeutigen Geraden 
liegen in einer Ebene, und bilden das einzige reelle Dreieck der 
Flache DI, : 

3. Nehmen wir statt der Regelflache WY irgendwelche Fl&che 
2. O., die keine Regelflache ist, so wissen wir, dass immer die 
eine zweier konjugierten Polaren zwei reelle Schnittpunkte mit 
der Flache Y haben wird, die andere dagegen zwei imaginire 
Schnittpunkte. Dementsprechend entspricht jeder Ebene des Raumes 
2 im Raume >, irgendeine Flache 0%, mit vier Doppelpunkten, 
von denen zwei reell und zwei konjugiert imagin&r aus einer reel- 
len Geraden sind. Die Kanten des Tetraeders O, die vierdeutige 
Geraden der Fliche ©*, sind, mit den Ecken in den Doppelpunkten 
der Flache, bestehen jetzt aus zwei reellen Geraden (reelle Leit- 
gerade pi und py der Kongruenz H,), und aus zwei Paaren konju- 
giert imaginarer Geraden 1. Art, mit reellen Schnittpunkten in 
zwei reellen Doppelpunkten der Fliche 03, , Diese zwei Paare 
imaginarer vierdeutiger Geraden der Fliche ©*y sind zugleich die 
zerfallene Kurve //*. Die Seiten des Tetraeders © sind zwei reelle 
und zwei konjugiert imaginare Ebenen. 

In der Ebene 2? befinden sich sechs Hauptpunkte, (Abb. 3.) von 
denen zwei, Pi und Po, reell sind, wahrend die anderen vier, (A), 
(B), (C), (D), imaginar sind. Die Geraden der Ebene @, auf denen 
je drei Hauptpunkte liegen, und die den Doppelpunkten der Flache 
®*, entsprechen, bestehen aus einem Paare reeller Geraden, und 
einem Paare konjugiert imaginarer Geraden mit reellem Schnitt- 
punkte, in unserem Falle im Punkte P;. Von den anderen drei 
eindeutigen Geraden ist eine reell und zwar der Strahl der 
Kongruenz H, in der Ebene @, die anderen zwei dagegen konju- 
giert imagindr 1. Art. Diese zwei Geraden der Flache ®*, ent- 
sprechen den imagin&ren Verbindungsgeraden (A) (C) und (B) (D) 
in der Ebene 2. Sie schneiden sich im reellen Punkte S und liegen 
mit der friiher genannten reellen Geraden in einer reellen Ebene. 


4. Als Grenzfall zwischen den Regelflachen und den Flachen 
2. O., die keine Regelflachen sind, nehmen wir jetzt fiir die Flache 
W einen reellen Kegel 2. O. Die Schnittgerade der Beriihrungse- 
benen in den Schnittpunkten der Geraden p, mit der Flache VY 
ist, wie bekannt, die konjugierte Polare der Geraden p, beziiglich 
der Fliche Y. Dementsprechend, wenn die Flache Y ein Kegel 
2. O. ist, geht die konjugierte Polare fiir irgendeine Gerade des 
Raumes durch die Spitze V des Kegels. 

Nehmen wir zuerst den Fall, dass die Leitgerade p, die Flache 
W in zwei reellen Punkten K und L schneidet. Ihre konjugierte 
Polare po beziiglich des Kegels geht, wie wir sagten, durch seine 
Spitze V. Das heisst, dass zwei Schnittpunkte der Leitgeraden po 
mit dem Kegel Y zusammenfallen. Die vier Geraden, die im vorigen 
Falle die degenerierte Kurve JJ* darstellen, fallen jetzt in zwei 
reelle Gerade zusammen, da zwei und zwei Gerade der degene- 
rierten Kurve J/4 in den Verbindungsgeraden der Punkte K und L 
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mit der Spitze V des Kegels Y zusammenfallen. Irgendeiner Ebene 
® in solch einer kubischen Inversion entspricht die Fliche 0%, 
3. O. mit zwei reellen Doppelpunkten K und L, die in die zwei re- 
ellen Schnittpunkte der Leitgeraden p, mit dem Kegel Y fallen, 
wahrend die anderen zwei Doppelpunkte in der Spitze V des Ke- 
gels Y zusammenfallen. Solche Doppelpunkte nennen wir zwei- 
deutige Doppelpunkte, und demnach hat die Flache @*, zwei reelle 
Doppelpunkte und einen zweideutigen Doppelpunkt. Solche Fla- 
chen ©%, unterscheiden sich-wesentlich von einer Flache 3. O. mit 
drei Doppelpunkten wie wir sogleich sehen werden. 


Abb. 4. 


auf: welcher ein oder zwei Doppelpunkte liegen, schneidet diese 
Flache noch in einem Kegelschnitte, der durch jenen einen bzw. 


durch die zwei Doppelpunkte geht. Ziehen sich auf der Geraden | 


der Flache zwei Doppelpunkte in einen zweideutigen Doppelpunkt 


zusammen so beriihrt dieser Kegelschnitt die Gerade in TE 


zweideutigen Doppelpunkt. 

Legen wir jetzt durch die Leitgerade p, d. h. durch jene Late | 
gerade, die durch die Spitze V des Kegels W geht, eine beli 
ed Solch eine inte, den Kegel ¥ in zwei reellen Ge: 
€, und c, schneiden die Leitgerade p, in irgendein 

PAS, oF oo au sche 


a > 


Irgendeine Ebene, die durch eine Gerade der Flache 3. O. geht, 
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Ebenenbtischels mit der Achse in der Geraden p. gilt, so ist da- 
durch bewiesen, dass die Spitze V des Kegels Y gerade ein solcher 
zweideutiger Doppelpunkt der Flache D3, ist. 


Von den sechs Hauptpunkten der Ebene @ fallen jetzt je 
zwei zusammen (Abb. 4.). Diesen Punkten A B und C D entsprechen 
zwei Gerade, die die degenerierte Kurve J/4 darstellen. Da jetzt 
zweimal zwei Gerade, aus denen die Kurve //4 bestand, und die 
vierdeutige Gerade waren, in eine Gerade zusammengefallen sind, 
bilden nun diese zwei Geraden achtdeutige Gerade der Flache 0, 
Von der vier Geraden in der Ebene €, die den Doppelpunkten der 
Flache 0%, entsprechen, sind zwei zusammengefallen. Die Verbin- 
dungsgerade P, Py der iibrigen zwei Hauptpunkte ist der Strahl 
der Kongruenz H, in der Ebene @, der in unserer kubischen Inver- 
sion sich selbst entspricht, und der eine eindeutige Gerade der 
Flache 0%, ist. Die tibrigen zwei eindeutigen Geraden dieser Fla- 
che, die in der Ebene e? durch die Verbindungsgeraden AC und 
BD dargestellt sind, sind jetzt mit der vierdeutigen Geraden zu- 
sammengefallen, da die erw&hnten Verbindungsgeraden in die Ge- 
rade P,-AB-CD zusammengefallen sind, wie das aus der Abb. 4. 
ersichtlich ist, so dass jetzt die Leitgerade po eine sechsdeutige Ge- 
rade der Flache 0%, ist. Die Gerade p; ist die vierdeutige Gerade 
dieser Flache. 


5. Schneidet die Leitgerade p, den Kegel Y in zwei imaginaren 
Punkten (K) und (L), so kénnen wir, analog zu den Betrachtungen 
im vorigen Punkte, sagen, dass die Flache 0%, , die einer Ebene 0 
in solch einer Inversion entspricht, eine Flache 3. O. mit zwei ima- 
ginéren Doppelpunkten (K) und (L) und einem reellen zweideutigen 
Doppelpunkt in der Spitze V des. Kegels VY ist. Die Lage der Haupt- 
punkte ist in der Abb. 5. gezeigt. Die Geraden der Flache 0%, sind 
dieselben wir im vorigen Falle, nur sind hier die achtdeutigen Ge- 
raden jetzt konjugiert imagin&re Gerade mit reellem Schnittpunkt 
in der Spitze V des Kegels Y, d. h., im zweideutigen Doppelpunkt 
der Flache. 


6. Bis jetzt nahmen wir immer die Flache Y als nichtdegene- 
rierte Fliche 2. O. an. Es kann indessen vorkommen, dass diese 
Flache in zwei Ebenen Y, und Yo zerfallt. Hier k&nnen wir nicht 
von konjugierten Polaren sprechen, doch werden wir sehen, dass 
man die kubische Inversion, in welcher irgendeiner Ebene © eine 
Flache 3, mit vier Doppelpunkten entspricht, die jetzt zu je zwei 
zusammenfallen, erhalt, wenn man die Leitgeraden py und pg so 
wahlt, dass sie die Schnittgerade s der Ebene Y, und Y, in zwei 
beliebigen verschiedenen Punkten K und L echineiden anal dabei in 
zwei Ebenen liegen, die durch die Schnittgerade s gehen und ein- 
ander im involutorischen Ebenenbiischel zugeordnet sind, in dem 
die Ebene W,, und Wy Doppelebenen sind. Offensichtlich zieht sich 
jetzt die Kurve J/4 in eine einzige zusammen, u. zw. in die Schnitt- 


gerade s. 
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Legen wir irgendeine Ebene o durch eine der Leitgeraden, z. B. 
Pi. Diese Ebene schneidet die zerfallene Flache # in Zwei Geraden, 
und die Gerade po im Punkte Py». In solch einer Ebene erhalten wir 
eine ebene quadratische Inversion gleich der im Punkte 4 dieser 
Arbeit beschriebenen, und daher entspricht der Schnittgeraden der 
Ebenen @ und o ein Kegelschnitt der Flache D*,, der durch den 
Punkt Py geht und die Leitgerade pi im Punkte K beruhrt. Eine 
ebensolche quadratische Inversion bekommen wir in jeder anderen 
Ebene, die durch die Leitgerade p, oder p, gelegt ist. In diesem 
zweiten Falle, wo die Ebenen durch die Leitgerade pg gelegt sind, 
beriihrt jeder Kegelschnitt der Flache 0, die Gerade p, im Punkt 
L, folglich sind die Punkte K und L zweideutige Doppelpunkte der 
Flache @*y. 


Abb. 6. 


Vier Punkte A, B, C, D der sechs Hauptpunkte fallen zusam- 
men, und daher hat diese Flache eine reelle sechzehndeutige Ge- 
rade, die die Schnittgerade s der Ebenen Y, und Y, ist. Wie im 
vorigen Falle ist auch hier eine Leitgerade eine sechsdeutige Ge- 
rade und die andere eine vierdeutige Gerade der Flache ®*,. Der 
in der Ebene 2 befindliche Strahl der Kongruenz H; (Verbindungs- 
gerade der Punkte Py und Pg) ist die einzige eindeutige Gerade der 
Flache. Alle erwahnten Geraden sind reell (Abb. 6.). 

Jede Ebene der Schnittgerade s schneidet die Flache 04 in _ 
noch einen Kegelschnitte c. Da die Punkte der Flache W, also auch _ 
die Punkte der Schnittgeraden s sich selbst entsprechen, so zerfallt 
jeder Kegelschnitt c in die Schnittgerade s und noch eine Gerade. 
Auf dieser Fliche ©3 gibt es deswegen oo! Geraden, sie ist also 
eine Regelflache 3. Grades. Die sechzehndeutige Gerade (die Schnitt- 
gerade s) ist Doppelgerade, die Leitgeraden p; und py sind Torsal- 
geraden und die eindeutige Gerade ist die einfache Gerade. dieser 
Regelflache 3. Grades. 


7. In allen bis jetzt beschriebenen Fallen sind die kubischen 
Inversionen mittels reeller Flachen Y erzeugt. Beniitzt man statt 
dessen eine imagin&re Flache Y, so erh&lt man doch wieder eine 
der friher genannten Fl&chen @*,. Dasselbe gilt, wenn man eine 
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elliptische statt einer hyperbolischen Kongruenz H,, gebraucht. Nur 
im letzteren Fall, d. h. wenn die Fliche Y aus zwei Ebenen besteht, 
gleichgiltig ob diese reell oder konjugiert imaginar sind, erhalten 
wir, wie wir gleich sehen werden, bei Vertauschung der hyperbo- 
lischen Kongruenz H;, mit einer elliptischen H-, eine kubische Inver- 
sion, in der irgendeiner Ebene ® die Fliche @3, 3. O. mit zwei 
konjugiert imaginaéren zweideutigen Doppelpunkten entspricht. 

Auf der reellen Schnittgeraden s der Ebenen Y, und WY, (reell 
oder konjugiert imaginar) definieren wir durch eine elliptische 
Involution der Punktreihe dieser Geraden zwei konjugiert imagi- 
nare Punkte. Auf einer beliebiger Geraden im Raume, die die 
Schnittgerade s nicht schneidet, bestimmen wir auf dieselbe Weise 
zwei konjugiert imaginare Punkte. Zwei Verbindungsgerade je 
zweier Punkte auf diesen Geraden ergeben ein Paar konjugiert 
imaginarer Geraden 2. Art, die uns die Leitgeraden (p,) und (p.) 
der elliptischen Kongruenz H, darstellen. Entsprechend dem vorigen 
Falle, wird diese Inversion eine kubische sein, und jeder Ebene & 
entspricht eine Flache 0%, mit zwei konjugiert imagin&ren zwei- 
deutigen Doppelpunkten. Diese Punkte sind die zwei konjugiert 
imagin&ren Schnittpunkte der Leitgeraden (p,) und (p,) mit der 
reellen Schnittgeraden s der Ebenen ¥, und W,. Solch eine Flache 
Oy , entsprechend jener aus Punkt 6. dieser Arbeit, hat eine 
sechzehndeutige reelle Gerade (die Schnittgerade s), ferner ein Paar 
konjugiert imaginarer Geraden 2. Art, von denen eine vierdeutig 
und die andere sechsdeutig ist (es sind die Leitgeraden (p;) und (p2)), 
sowie eine reelle eindeutige Gerade (der Strahl der Kongruenz Hy 
in der Ebene 92). Die sechs Hauptpunkte der Ebene @ sind ge- 
mass Abb. 7. angeordnet. 

In diesem Falle gilt dasselbe wie vorher (Punkt 6). Die Leit- 
geraden pi und ps sind in diesem Falle imaginare Torsalgeraden. 


8. Wie aus den bisherigen Betrachtungen folgt, erhalten wir 
mit Hilfe unserer kubischen Inversion durch zweckmi&ssige Wahl 
der Leitgeraden der Kongruenz H und der Flache Y so wie deren 
gegenseitiger Lage, sieben Arten von Flachen 3. O. mit vier Doppel- 
punkten, mit Riicksicht auf die Realitat der Doppelpunkte und 
Geraden. Wir geben hier eine Ubersicht tiber die betrachteten 
sieben Arten der Flachen mit ihren zugehčrigen Arten der Doppel- 
punkte und Geraden: 

I. Art: 4 reelle Doppelpunkte, 6 reelle vierdeutige Gerade, 3 reel- 
le eindeutige Gerade. 

IL. Art: 2 reelle und 2 konjugiert imagin&re Doppelpunkte, 2 
reelle vierdeutige Gerade, 2 Paare konjugiert imaginarer 
vierdeutiger Geraden (1. Art), 1 reelle eindeutige Gerade, 
1 Paar konjugiert imaginadrer eindeutiger Geraden (1. Art). 

III. Art: 4 imagin&re Doppelpunkte, 2 reelle vierdeutige Gerade, 
2. Paare konjugiert imagin&rer vierdeutiger Geraden (2. 
Art), 3 reelle eindeutige Gerade. 
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IV. Art: 2 reelle Doppelpunkte, 1 zweideutiger Doppelpunkt, 2 reelle 


V. Art: 


VI. Art: 


Vil Art: 


In den weiteren Darlegungen ordnen wir die Flachen 3. O. mit | 


achtdeutige Gerade, 1 reelle sechsdeutige Gerade, 1 reelle 
vierdeutige Gerade, 1 reelle eindeutige Gerade. 

2 imaginare Doppelpunkte, 1 reeller zweideutiger Doppel- 
punkt, 1 Paar konjugiert imagin&rer achdeutiger Geraden 
(1. Art), 1 reelle sechsdeutige Gerade, 1 reelle vierdeutige 
Gerade, 1 reelle eindeutige Gerade. 


2 reelle zweideutige Doppelpunkte, 1 reelle sechzehn- 
deutige Gerade, 1 reelle sechsdeutige Gerade, 1 reelle vier- 
deutige Gerade, 1 reelle eindeutige Gerade. (Regelflache 
3. Grades). 

2 imagindre zweideutige Doppelpunkte, 1 reelle sechzehn- 
deutige Gerade, 1 imaginare sechsdeutige Gerade, 1 ima- 
gin&re vierdeutige Gerade, 1 reelle eindeutige Gerade. 
(In dieser Art von Flachen bilden die imagindren sech- 
deutigen und die imagin&ren vierdeutigen Geraden zu- 
sammen ein Paar konjugiert imagin&rer Geraden 2. Art.) 
(Regelflache 3. Gerades). 


vier Doppelpunkten nach der oberen Klassifikation an, sofern es 
nicht ausdrticklich anders vermerkt ist. 


prs bn > 
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Ebene ©, des Raumes ist, da diese die Kugel im absoluten Kegel- 
schnitt schneidet. Man erkennt auch, dass es in einer bestimmten 
kubischen Inversion nur eine solche Flache gibt. Solche Flichen 
konnen wir nur mittels kubischer Inversion beziiglich einer Kugel 
Y erhalten, da bekanntlich von den Flichen 2. O. nur die Kugel 
den absoluten Kegelschnitt enthalt. Diese Kugel kann jedoch reell 
sein, wie wir das eben voraussetzten, sie kann imaginar sein, oder 
schliesslich den Radius Null haben, d._h. sie besteht dann aus 
allen isotropen Geraden durch einen reellen Punkt. 

10. Die konjugierte Polaren p, und p, der Kugel VY (mit reellem 
oder imaginaren Radius) sind zwei zueinander senkrechte wind- 
schiefe Gerade, von welchen eine immer die Kugel in zwei konju- 
giert imaginaren Punkten schneidet, die andere aber in zwei reellen, 
wenn der Kugelradius reell, und in zwei konjugiert imaginaren, 
wenn dieser Radius imaginar ist. Die kleinste Entfernung D der 
Polaren halftet die Verbindungsstrecke der Schnittpunkte einer 
Polare mit der Kugel. Die Gerade d auf welcher die Strecke D 
liegt, geht durch den Mittelpunkt O der Kugel W8. Die Strecke D, 
sowie die Gerade d sind immer reell und offenbar senkrecht auf 
beiden konjugierten Polaren p; und py. Bezeichnen wir die halbe 
Entfernung zwischen den Doppelpunkten auf den entsprechenden 
Leitgeraden mit k; bzw. ko (Abb. 8.). Die Leitgerade pi soll die 
reelle Kugel Y in zwei reellen, die Leitgerade po in zwei konjugiert 
imaginaren Punkten schneiden; dann ist also k, eine reelle und ik, 


eine imaginare Strecke. Dabei sollen, falls ik, und ik, imaginare . 


Strecken sind, k, und k, deren reelle Vertreter sein. Bezeichnen 
wir weiter mit t die Entfernung des Mittelpunktes der Kugel X von 
der Leitgeraden pi. Aus dem Verhšltnis der Seiten des rechtwink- 
ligen Dreiecks p,OK (in der Abb. 8, projiziert sich die Leitgerade 
P, in den mit p, bezeichneten Punkt) k&nnen wir leicht die Be- 
ziehung zwischen den bezeichneten Grčssen fiir beide Falle ablesen. 
Fiir die Kugel ¥ mit reellem Radius wird: 

=, (1) 
wihrend fiir die Kugel Y mit imaginaérem Radius im Ausdruck (1) 
ik, statt k, einzusetzen ist. Demmach folgt: 

ke 


t= D 


(1a) 

Daraus kénnen wir schliessen, dass im zweitem Falle der 
Mittelpunkt O der Kugel ¥ auf der Strecke D liegt, zum Unter- 
schied vom ersten Falle (Abb. 8.), wo der Mittelpunkt aui der 
Geraden d ausserhalb der Strecke D auf der Seite jener Leitgeraden 
liegt, auf der sich zwei reelle Schnittpunkte mit der Kugel VY be- 
finden. Der Mittelpunkt O der Kugel Y liegt in beiden Fallen in 


8 G. Peschka: Darstellende und projektive Geometrie., Bd. III, 
S. 179. 
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der Entfernung t vom Punkte T. Wir kénnen ausserdem aus der 
Gleichung der Kugel leicht die Beziehung der Strecken zwischen 
den Schnittpunkten auf beiden Polaren ableiten. Dieses Verhaltnis 
ist im ersten Falle durch 


= (2) 


und im zweiten Fall durch 


u (2a) 
Lito 
gegeben". 
Der Vergleich der Beziehungen (1) und (2) ergibt 
D : D 
Pio (3), Rog (3a) 


Daraus ersehen wir, dass durch einen auf einer der zwei senk- 
rechten windschiefen Geraden gegebenen Punkt, der ein Doppel- 
punkt der Flache 0*,, sein wird, durch die obigen Beziehungen auch. 
die anderen drei Punkte mitbestimmt sind. Ausserdem ist dadurch 
die Kugel Y und damit auch nur eine durch den absoluten Kegel- 
schnitt gehende Flache ©*,, mit vier Doppelpunkten bestimmt. 

11. Es seien zwei Gerade py, und po gegeben, auf der Geraden 
p, zwei reelle Punkte K und L, und auf der Geraden p, zwei ima- 
ginare Punkte (M) und (N). Diese Geraden und Punkte sollen so 
gewahlt sein, dass sie allen Bedingungen aus Punkt 9 und 10 dieser 
Arbeit genigen, d. h. dass die Geraden py; und po senkrecht und 
windschief sind, dass ferner die Gerade d, auf der sich ktirzeste 
Abstand D befindet, die Geraden p,, p, in den Halbierungspunkten 
zwischen den erwahnten Punkten K, L und (M), (N) schneidet, und 
schliesslich, dass das Verhaltnis der Strecken KL und (M) (N) dem 
Ausdruck (3) entspricht. Da hiemit die Kugel Y vollkommen be- 
stimmt ist, so ist auch die kubische Inversion die im Punkte 9 
beschrieben ist, und eine Fliche 0?,,,die durch den absoluten Ke- 
gelschnitt geht, bestimmt. Den Mittelpunkt der Kugel Y bestimmen 
wir so, dass wir die durch den Ausdruck (1) gegebene Strecke t 
auf die Gerade d von ihrem Schnittpunkt mit der Leitgeraden Di 


aus auftragen, und zwar auf die der Strecke D entgegengesetzte | 


Seite. 

Die Punkte K, L, (M), (N) sind offenbar Doppelpunkte der 
Flache ®*%,, ,und gehéren demzufolge nach der Klassifikation aus 
dem Punkte 8 dieser Arbeit zur II. Art. Die Leitgeraden p, und p, 
sind reelle vierdeutige Gerade der Flache ®%y,, Auf der Flache Py, 
II. Art bestehen noch zwei Paare imagini&rer vierdeutiger Geraden 
1. Art, die die degenerierte Kurve II4 darstellen, und die in unse- 
rem Falle zwei Paare isotroper Geraden sind. Diese zwei Paare 
isotroper Geraden liegen in einem Paar reeller Ebenen, deren 


® Hier ist als Einheit der Radius der Kugel w genommen. 


Die Flachen 3. Ordnung... 141 


Achse die Leitgerade p, ist, und die durch die reellen Doppelpunkte 
K und L der Flache 05,,auf der Leitgeraden p, gehen. Diese Ebe- 
nen sind Bertihrungsebenen der Kugel ¥ in den Punkten K und L. 
Die Schnittpunkte (A), (B), (C), (D) dieser zwei Paare isotroper 
vierdeutiger Geraden mit der unendlich ferner Ebene @®., sind 
zusammen mit den reellen Schnittpunkten P, und Py der Leitgera- 
den p; und py mit der Ebene ®.. die sechs Hauptpunkte der Ebene 
@.. . (Vergleiche Abb. 3.). Die Verbindungsgeraden der imagin&ren 
Punkte (A) (C) und (B) (D) sind zwei konjugiert imaginire Gerade 
1. Art in der Ebene ®, mit dem reellen Schnittpunkte S und 
entsprechen zwei eindeutigen konjugiert imagindren Geraden der 
Flache ©*,.. Aus Symmetriegriinden liegt der reelle Schnittpunkt 
S der zwei genannten Verbindungsgeraden im unendlich fernen 
Punkte der Geraden d. Diesem Punkte des Raumes % entspricht in 
Raume 2y der Mittelpunkt O der Kugel Y, da die Gerade d ein 
Strahl der Kongruenz H, ist. Die Gerade d ist gewissermassen die 
Achse der Flache 0%,,,und wir werden sie auch so nennen, und 
ebenso werden wir den Mittelpunkt O der Kugel VW als Mittelpunkt 
der Flache 0*,, bezeichnen. Der Strahl der Kongruenz H, in der 
Ebene ®, entspricht sich selbst, und ist, wie wir wissen, eine 
reelle eindeutige Gerade der Flache D?,,. Die tibrigen zwei eindeuti- 
gen Geraden entsprechen den schon-friiher erwahnten Verbindungs- 
geraden der Punkte (A) (C) und (B) (D), und liegen in der Ebene, die 
«durch den Mittelpunkt O der Flache 0?,, geht und zu beiden Leit- 
geraden py und po parallel ist. Der reelle Schnittpunkt dieser zwei 
«Geraden ist der Mittelpunkt O der Flache ®*,, (Mittelpunkt der 
Kugel ¥). Dies alles kénnen wir entsprechend fiir die Flache ®? yi. 
mit vier imagin&ren Doppelpunkten sagen. Jetzt ist die Kugel V 
irgend eine Kugel mit imaginarem Radius, deren reeller Mittelpunkt 
auf die Gerade d innerhalb der Strecke D fallt. Solch eine Flache 
‘},, ist III. Art und hat zwei Paare vierdeutiger isotroper Gera- 
den 2. Art. Die zwei eindeutigen Geraden der Flache, die sich im 
Mittelpunkt O schneiden, sind jetzt reell. 


12. Die Kugel ¥ soll nun den Radius Null haben. Eine solche 
Kugel besteht, wie bekannt, aus allen isotropen Geraden, die durch 
ihren Mittelpunkt O gehen. Die konjugierten Polaren solch einer 
Kugel sind wieder zueinander senkrecht, und eine geht immer 
durch dem Mittelpunkt O, entsprechend der Darlegung im Punkte 
4. Nach den bisherigen Darlegungen sehen wir, dass so eine Flache 
@’,. zwei konjugiert imaginare Doppelpunkte sowie einen reellen 
zweideutigen Doppelpunkt hat und demzufolge der V. Art angehort. 
Die Gerade po ist vierdeutig, und py sechsdeutig, weil in ihr jetzt 
zwei eindeutige konjugiert imagin&re Geraden der Flache Dy. 
zusammenfallen. Die zwei achtdeutigen Geraden der Flache sind 
hier isotrope Geraden. Es ist kj = 0, x = 0, und der reelle Vertre- 
ter der halben Strecken zwischen den zwei konjugiert imaginaren 
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Doppelpunkten ist der kleinsten Entfernung D der Geraden p, und. 
p. gleich. Der zweideutige Doppelpunkt ist der Laguerresche Punkt 
der elliptischen Involution auf der Geraden p,, deren Doppelpunkte 
konjugiert imaginére Doppelpunkte der Flache @*,, sind. Die eine 
iibriggebliebene eindeutige Gerade ist der Strahl der Kongruenz 
H, in der unendlich fernen Ebene @,. 


13. Jede Ebene die durch irgend eine Gerade der Flache 3. O. 
gelegt ist, schneidet diese Flache noch in einem Kegelschnitt. 
Wenn wir in unserem Falle die Ebene durch diejenige Gerade der 


Flache ®%,, legen, die die unendlich ferne eindeutige Gerade der 


Flache schneidet, so muss der Kegelschnitt in dieser Ebene durch 
die absoluten Punkte dieser Ebene gehen, d. h. er muss ein Kreis 
sein!®, Demzufolge schneidet jede Ebene, die durch die Geraden p, 
oder po gelegt ist, die Fliche ®*y, ausser in der betreffenden Ge- 
raden noch in einem Kreis. Es gibt noch zwei solche Ebenenbischel 
und zwar alle Ebenen, die durch eine der zwei anderen eindeutigen 
Geraden der Flache @*,, gehen. Auf den Flachen 0%, II. Art 
sind diese zwei Ebenenbiischel imagin&r und haben imaginare 


Achsen, dagegen sind sie auf den Flachen 0%, III. Art reell. Auf 
den Flachen #%,, V. Art fallen drei solche Ebenenbiischel zusam- 


men, weil zwei eindeutige Gerade, wie erwahnt, in die Leitgerade 
Pi fallen. 


In keinem Fall dtirfen die Doppelpunkte der Flache @*,, ins: 


Unendliche fallen. Einer kann offenbar nicht unendlich fern sein, 
und waren beide im Unendlichen, entspr&che die Ebene ®*y, sich 
selbst, da sie durch die unendlich ferne Leitgerade geht. 


14. Nach diesen Ausfiihrungen kčnnen wir alle hier abgeleiteten 


Eigenschaften der Flache 0%, 3. O. mit vier Doppelpunkten, die- 


durch den absoluten Kegelschnitt geht, zusammenfassen: 


Eine solche Fliche hat alle vier Doppelpunkte im Endlichen. 
Zwei davon sind immer konjugiert imagindr, wihrend die tibrigen 
zwei reell oder konjugiert imagindr sein, oder in einen zweideuti-. 
gen Doppelpunkt zusammenfallen k&nnen. Demnach konnen solche 
Flichen @y, Il., III. oder V. Art sein. 


Auf solchen Fliichen aller drei Arten liegen je zwei Doppel- 


punkte auf reellen senkrechten windschiefen Geraden py, und po, > 
die vierdeutige Gerade der Fliche sind. Die iibrigen zwei Paare | 


vierdeutiger Geraden der Fliche sind isotrope Gerade 1. Art auf 
8, II. Art und 2. Art auf 0%, III. Art. Auf der Fliche 0%, V. 
Art besteht ein Paar achtdeutiger isotroper Geraden 1. Art. 

Die Gerade d, die Achse der Fliche, auf welcher die kiirzeste 
Entfernung der Geraden pi und pg liegt, schneidet diese Geraden 
in den Halbierungspunkten der Entfernung zwischen den Doppel~ 
punkten auf der betreffenden Geraden. | 
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Das Verhiltnis der halben Entfernungen zwischen den Dop- 
pelpunkten auf den Geraden py, und Po und kiirzesten Entfer- 
nung dieser Geraden ist gegeben durch"!. 

k,.k, = D (Fliche 03, II. Art) 

k,.k, = —D (Fliche 02, III. Art) 

: Auf der Fliche 0%, ist eine der drei eindeutigen Geraden der 
Flache stets reell, liegt in der unendlich fernen Ebene und schnei- 
det die zwei reellen vierdeutigen Geraden p, und py. 

Die iibrigen zwei eindeutigen Geraden der Fliche 3, kénnen 
reell oder imagindr sein, oder sie k&nnen in die Gerade p, zusam- 
menfallen. Sie schneiden sich im Punkte O, dem Mittelpunkte der 
Fliche (Mittelpunkt der Kugel W) auf der Geraden d. Falls .sie 
reell sind, schneiden sie sich auf dem zwischen den Schnittpunk- 
ten mit Pi und pg befindlichen Teil der Geraden (Fliche 03,4 III. 
Art). Sind sie imagindr, schneiden sie sich auf dem dusseren Teil 
(Fliche 0%, II. Art) in der Entfernung t vom Punkte T und zwar 
auf derjenigen Seite der Leitgeraden, auf der sich die reellen Dop- 
pelpunkte befinden: 

Dje 


ise D 


Diese zwei Geraden liegen in der Ebene, die parallel mit den 
Geraden p, und p, ist und durch den Mittelpunkt O der Fldche 
D3.,, geht. 

Auf einer solchen Fliche gibt es oo! Kreise, die in vier Ebe- 
nenbiischeln liegen, deren Achsen die Geraden p, und p,, und die 
zwei eindeutigen Geraden, die sich im Mittelpunkte der Fldche 
schneiden, sind. In den zwei Ebenenbiischeln mit den Achsen in 
den Geraden p, und p, sind die Kreise immer reell, dagegen konnen 
die Achsen der anderen zwei Ebenenbiischel imagindre Gerade 
sein (Fliche @*,, II. Art). Infolgedessen sind auch die Ebenenbii- 
schel und die Kreise in ihnen imaginiir oder aber reell (Fliche O° y, 
III. Art), wenn die Achsen reell sind. Die zwei letztgenannten 
Ebenenbiischel konnen mit einem der ersten zwei reellen Ebenen- 
biischel zusammenfallen. Dann haben wir auf einer solchen Fliche 
ays. die jetzt V. Art ist, nur zwei Ebenenbiischel, die die Fliche 
in einer Geraden und einem Kreise schneiden. 


15. Im unseren weiteren Darlegungen soll die Flache Y eine 
Kugel mit reellem oder imagin&rem Radius sein. Von den Leit- 
geraden der Kongruenz Hy), die auch jetzt konjugierte Polaren sind, 


11 Nehmen wir an, dass die Doppelpunkte in beiden Fallen durch 
eine hyperbolische bzw. elliptische Involution definiert sind. Dann be- 
deutet k, und k» im ersten Falle die Entfernung vom Zentralpunkt der 
Involution bis zum einen reellen Doppelpunkt, dagegen im zweiten Falle 
die Entfernung vom Zentraipunkt bis zu einem Punkte des symmetrisch 
liegenden Punktepaares der Involution: Diese reellen Punkte sind, wie 
bekannt, die reellen Vertreter der imagin&ren Doppelpunkte der ellipti- 


schen Involution. 
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soll eine, und zwar p,, durch den Mittelpunkt der Kugel Y gehen. 
Die zweite Leitgerade p, fallt dann in die unendlich ferne Ebene. 
Diese zwei Leitgeraden sind wiederum untereinander senkrechte 
Geraden, das heisst, die unendlich ferne ist als unendlich ferne 
Gerade einer Ebene, die senkrecht auf der Leitgeraden p, steht, 
definiert. Irgendeiner Ebene P des Raumes & entspricht im Raume 
Sy wieder eine Fliche 0%, mit vier Doppelpunkten, von denen 
zwei die absoluten Punkte auf der Leitgeraden p, sind, denn die 
unendlich ferne Leitgerade p, schneidet die Kugel Y in zwei abso- 
iuten Punkten. Eine solche Flache werden wir weiterhin mit 05,4 
bezeichnen. Jede durch die Leitgerade p, gelegte Ebene ist sen- 
krecht auf der Leitgeraden p,, und deshalb nennen wir solche 
Flachen aufrechte Flachen 05,4. Von diesen Flachen handelt der 
ubrige Teil dieser Arbeit. 


Bevor wir uns genauer in die Betrachtung solcher Flachen 
einlassen, mtissen wir bemerken, dass es ausser solchen aufrechten, 
auch schiefe Flachen 3. O. mit vier Doppelpunkten, von denen 
zwei absolute Punkte sind, gibt. Solche Flachen erhalt man, wenn 
die Geraden p, und p, nicht aufeinander senkrecht stehen. -Sie 
entstehen durch kubische Inversion folgenderweise: Nehmen wir 
fiir die Flache Y ein dreiachsiges Ellipsoid. Es gibt zwei Systeme 
paralleler Ebenen, die das Ellipsoid in Kreisen schneiden. Die 
Leitgerade p, sei die unendlich ferne Gerade der Ebenen eines 
Systems. Ihre konjugierte Polare ist der geometrische Ort der Mit- 
telpunkte der Kreisschnitte dieses Systems. Es ist klar, dass einer 
Ebene @ in einer solchen kubischen Inversion mit einer solchen 
Flache Y und so gew&hlten konjugierten Polaren, eine Flache *y 
3. O. mit vier Doppelpunkten, von denen zwei- absolute Punkte 
sind, entspricht. Diese Flache ist jedoch schief, weil im beschriebe- 
nen Falle die Geraden p, und p, nicht aufeinander senkrecht stehen. 


Es erhebt sich jetzt die Frage, was fiir Flachen wir bekommen, 
wenn die Flache Y ein Rotationsellipsoid ist, wobei die Leitgerade 
Pi die Achse der Flache Y ist und die Leitgerade po ihre konju- 
gierte Polare. In solch einer kubischen Inversion wird wieder einer 
Ebene @ eine Flache 03,4, 3. O. mit vier Doppelpunkten, von denen 
zwei absolute Punkte sind, entsprechen, und hier ist die Flache 
auch aufrecht. Die Flachen 3,3, die wir auf diese Art erhalten, 
unterscheiden sich nicht, wie wir gleich sehen werden, von jenen, 
die mittels kubischer Inversion beziiglich der Kugel Y entstehen, 
und die am Anfang dieses Abschnittes beschrieben sind. Wir wer- 
den auch sehen, dass dies alles fiir irgendeine Rotationsfliche W 
Ze Oe gilts 


16. Entsprechend den Ausfiihrungen in Abschnitt 9 bis 14, 
k6nnen wir sagen, dass je nachdem der Radius der Kugel W reell, 
imaginar oder gleich Null ist, in einer solcher kubischen Inversion 
jeder Ebene & eine Flache 0%,4, II. III. oder V. Art entspricht. 
Ebenso bestehen auf diesen Flichen immer zwei vierdeutige Ge- 
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rade (die Leitgeraden p, und p,), von denen eine im Unendlichen 
liegt. Sie sind aufeinander senkrecht. Auf den Flachen V. Art wird 
eine davon eine sechsdeutige Gerade der Fl&che. Hier sind die 
ubrigen vier vierdeutigen Geraden zwei Paare isotroper Geraden 
1. oder 2. Art, je nach dem, ob die Flache 0%,4 II. oder III. Art ist, 
oder sie ziehen sich, im Falle dass die Flache ©°yq V. Art ist, zu 
einem Paar isotroper achtdeutiger Geraden zusammen. Von den 
ubrigen eindeutigen Geraden l&sst sich dasselbe sagen, wie bei den 
gewohnlichen Flachen ©%, der entsprechenden Art. 


17. In jeder Ebene 7 die durch die unendlich ferne Gerade 
P, geht, oder, was dasselbe ist, die senkrecht auf der Geraden Da 
ist, erhalten wir eine quadratische Inversion, in der der Mittelpunkt 
der Inversion der Schnittpunkt P, der Geraden p; mit der Ebene 7 
ist. Dieser Mittelpunkt ist in der Mitte des Schnittkreises c,2 der 
Kugel Y und der Ebene 7. Die Ebene 7 schneidet die Ebene 2 in 
einer Geraden f;. Der Geraden f; entspricht in einer solchen quadra- 
tischen Inversion der Ebene 7 der Kreis Meta der durch den Mit- 
telpunkt P, des Kreises fi, geht. Der Mittelpunkt des Kreises 
fi*v liegt auf der aus dem Punkte P, auf die Gerade f, gefallten 
Senkrechten e. Verschieben wir die Ebene y parallel, so bilden 
alle Senkrechten e eine Ebene ć, die offenbar die Symmetrieebene 
der Flache 03, ist. Auf dieser Flache befinden sich demnach oo! 
Kreise, die in den Ebenen der unendlich fernen vierdeutigen Ge- 
raden p, liegen. Alle diese Kreise sind reell ausser zwei auf der 
Flache II. Art, und zwar in den Ebenen », die durch die reellen 
Doppelpunkte gehen. Bei den Flachen @?,qg V. Art sind alle reeil, 
ausser einem, der durch den zweideutigen Doppelpunkt der Flache 
geht. In diesen Fallen zerfallen die Kreise in ein Paar isotroper 
Geraden. ois ket 
Der Mittelpunkt dieser Kreise befindet sich in der Symmetrie- 
ebene € auf einem Kegelschnitte, der durch die zwei Doppelpunkte 
auf der Geraden p, geht, und schneidet auch einmal die unendlich 
ferne Gerade po. Demnach kann dieser Kegelschnitt eine Hyperbel 
oder Parabel sein. Dies folgt daraus, dass man in der Ebene € eben- 
falls eine quadratische Inversion erhalt. Die Kurve ist dann ein 
Teil der Schnittkurve 4. O. zweier imaginarer Kegel 2. O. deren 
Erzeugende die Tangenten der Flache 23,4 in den absoluten Dop- 
pelpunkten sind. Der zweite Teil dieser Kurve ist die unendlich 
ferne Gerade p,, in der sich die zwei Kegel beriihren. Daher hat 
man diese Gerade pg als einen ausgearteten Kegelschnitt zu betrach- 
ten. Sie ist zugleich die einzige reelle Erzeugende dieser beiden 
Kegel. 
_. Ausser diesen oo! Kreisen der Flache ©*yq im Biuschel paralle- 
ler Ebenen, die durch die Gerade p, gelegt sind, gibt es stets noch 
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einen Kreis, der diesem Bischel nicht angehčrt. Wir erhalten diesen 
Kreis als Schnitt der Ebene ® und der Kugel Y und er kann reell 
oder imagin&r sein, oder er kann in ein Paar isotroper Geraden 
zerfallen, je nach den Eigenschaften der Kugel Y und ihrer Schnitt- 
kurve mit der Ebene @. Im letzteren Falle, sind dieses Paar isotro- 
per Geraden eindeutige Geraden der Flache @*,q . Es leuchtet ein, 
dass alle mit der Ebene 2 parallelen Ebenen die Flache ®%yq in 
zirkularen Kurven 3. O. schneiden. In diesem Biischel paralleler 
Ebenen befinden sich alle zirkul4ren ebenen Kurven der Flache 
Dva, natirlich ausgenommen das Bischel der friiher erwahnten 
Kreise. In diesem Biischel sind alle zirkulašren Kurven vom Ge- 
schlecht 1, ausser jenen in den durch die reellen Doppelpunkte 
gehenden Ebenen, sowie jenen, die sich in den diesem Butschel, 
angehčrenden zwei Bertihrungsebenen der Flache 2,4 befinden 
und vom Geschlecht 0 sind. 


In Abb. 9 ist der Schnitt der Flache 05,4 mit der Symmetrie- 
ebene & dargestellt. In dieser Ebene haben wir wieder eine quadra- 
tische Inversion auf dem Kreise co? (Schnitt der Ebene € und der 
Kugel Y) wobei das Inversionszentrum Pos, d. h. der Schnittpunkt 
der Geraden p, mit der Ebene €, im Unendlichen liegt. Die Paare 
zugeordneter Punkte liegen also auf Geraden, die der Geraden pi 
senkrecht sind. In einer solchen Inversion entspricht der Geraden 
j,, die die Schnittgerade der Ebene € mit der Ebene ® ist, der 
Kegelschnitt f?,y, der zusammen mit der Geraden p, die Schnitt- 
kurve der Ebene € mit der Flache ©*,g darstellt. Da dieser Kegel- 
schnitt durch den unendlich fernen Mittelpunkt Ps, der Inversion 
gehen muss, ist er stets eine Hyperbel. Im Falle dass die Gerade 
f, parallel mit der Geraden p, ist, ist dieser Kegelschnitt eine Pa- 
rabel. In der Abb. 9. haben wir den Schnitt mit der Symmetrieebene 
č der Flache 0%, II. Art dargestellt. Dieser Schnitt wiirde fir 
eine Flache 03,4 III. Art &hnlich aussehen, nur wiirde die Hyper- 
bel f%2y die Gerade p, nicht reell schneiden, w&hrend fiir eine 
Flache 05,4, V. Art die Hyperbel ,%y diese Gerade beriihren wiir- 
de. Die Asymptote a, ist immer senkrecht auf der Geraden p, und 
geht durch den Schnittpunkt T der Geraden f, mit der Geraden pio 
wahrend die zweite Asymptote a» senkrecht auf der Geraden fo 
steht, und durch den Punkt S geht, der zum Punkte T in bezug 
auf dem Mittelpunkt O der Kugel Y symmetrisch liegt. Das folgt 
alles aus bekannten Sitzen der quadratischen Inversion in der 
Ebene. 

Der Punkt F ist der Mittelpunkt des Kreises der Flache ®3 yq 
in der Ebene ®. Dieser Kreis gehčrt ersichtlich nicht zum genannten 
Kreisbtischel paralleler Ebenen (die durch die Gerade Pp. gehen). 

Alle Beriihrungsebenen, die die Flache 03,, lings ihres un- 
endlich fernen Kegelschnittes beriihren, umhiillen einen Kegel 2. O. 


Kina. OH de 
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Die Schnittlinie dieses Kegels mit der Ebene ¢ besteht aus der 


Geraden p,, und der Asymptote a,. Die Spitze dieses Kegels ist 
demnach im Punkte S. 


17. Kehren wir jetzt zur aufrechten Flache Pg zurick, die 
wir durch Inversion am Rotationsellipsoid erhalten, wie am Schluss 
von Punkt 15 dieser Arbeit ausgefiihrt wurde. Die Schnittkurve 
einer solchen Flache mit der Ebene € ware &hnlich mit jener in der 
Abb. 9., nur hatten wir statt des Kreisés c, eine Ellipse mit dem 
Mittelpunkte im Punkte O. Eine der Achsen ware auf der Geraden 
F,, und die Scheitel auf dieser Achse sind K und L. In solch einer 
gedachten quadratischen Inversion in der Ebene € entspricht irgend- 
einer Geraden f, eine Hyperbel f?.y . Ersetzen wir nun die Ellipse 
c, durch einen Kreis, der den Mittelpunkt im Punkte O hat und 
durch die Punkte K und L geht. Derselben Hyperbel f2., entspricht 
jetzt irgendeine andere Gerade fo die durch den Punkt T geht 
(vgl. Abb. 9.), die aber nicht mit der Geraden f, identisch ist. 
Berticksichtigt man, dass dies fiir jede Ebene gilt, die durch die 
Leitgerade p, geht, und dass in jeder Ebene », die durch die Leit- 
gerade p, geht, eine quadratische Inversion identisch mit der im 
Punkte 17. beschriebenen entsteht, so lasst sich sagen, dass die 
aufrechten Flachen ®*,g, die auf die im Punkt 15 beschriebene 
Weise mittels irgendeiner Rotationsflache Y erhalten werden, mit 
denen durch kubische Inversion beztiglich der Kugel Y entstande- 
nen identisch sind. 


18. Wir sagten, dass es auf der Flache 03,, oo! zirkulare 
Kurven 3. O. gibt, u. zw. im Ebenenbtschel mit der Ebene @ paral- 
leler Ebenen, von denen eine stets in eine Gerade und einen Kreis 
(in der Ebene 2?) zerfallt. Suchen wir jetzt den geometrischen Ort 
der vierfachen Brennpunkte dieser zirkularen Kurven. Die unend- 
lich ferne Gerade der Ebene @ schneidet die Flache ®%yq in drei 
Punkten, von denen zwei die absoluten Punkte der Ebene 2 sind, 
der dritte dagegen reell ist. Durch diese drei Punkte gehen alle 
zirkularen Kurven der Fl&che. Der vierfache Brennpunkt einer 
Kurve ist, wie wir wissen, der reelle Schnittpunkt der Tangenten, 
die die Kurve in ihren absoluten Punkten bertihren. Die Tangenten 
aller Schnittkurven einer Flache, die durch einen Punkt der Flache 
gehen, bilden in diesem Punkte die Beriihrungsebene der Flache. 
Das Gleiche gilt auch fiir die absoluten Punkte der Flache, und 
daher werden alle Tangenten der Schnittkurven in diesen Punkten 
in zwei konjugiert imagin&ren Ebenen liegen, und alle vierdeutigen 
Brennpunkte dieser Schnittkurven liegen auf einer Geraden, die 
die reelle Schnittgerade dieser zwei Beriihrungsebenen der Flachen 
in ihren absoluten Punkten ist. Es leuchtet sofort ein, dass in unse- 
rem Falle diese Gerade e durch den Mittelpunkt des Kreises in 
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dem die Ebene ® die Kugel ¥ (oder die Flache ®%yq) schneidet, 


geht, da der Mittelpunkt des Kreises nicht anderes als dessen vier- 
facher Brennpunkt ist. Der unendlich ferne Kegelschnitt der Flache 
dva , der immer reell ist, schneidet den absoluten Kegelschnitt 
in vier Punkten. Zwei davon sind Doppelpunkte auf der Geraden 
p,,wahrend die anderen zwei gerade die unendlich fernen Punkte 
aller co! zirkularen ebenen Kurven der Flache ®%,q sind. Dem- 
nach ist die Berihrungsebene des Beriihrungskegels, der die Flache 
®'yq entlang ihres unendlich fernen Kegelschnitts in dem zwei 
erwahnten absoluten Punkten (nicht in den Dopppelpunkten der 
Flache Dg) berihrt, mit den Beriihrungsebenen der Fl&che 
0%,, in diesen Punkten identisch. Ihre Schnittgerade e wird der 
geometrische Ort der vierfachen Brennpunkte aller oo! zirkularen 
Kurven der Fliche 0?,, sein. Es ist leicht zu sehen, dass die Ge- 
rade e ausser durch den Punkt F auch durch den Punkt S geht, 
der die Spitze des Berihrungskegels ist, und damit ist diese Gerade 
e vollkommen bestimmt. 


Abb. 9. 


19. Die Flachen ®%yq, die bis jetzt betrachtet worden sind, 
erhielten wir bei allgemeiner Lage der Ebene & in der im Punkt 
15 beschriebenen kubischen Inversion. Die unendlich ferné Kurve 
solch einer Fliche 3,4 bestand aus einer vierdeutigen Geraden, 
auf der sich zwei absolute Doppelpunkte befinden, und einem reel- 
len Kegelschnitt. Am Ende dieser Arbeit betrachten wir solche 
Fl&chen, bei denen die unendlich ferne Kurve von der eben beschrie- 
benen verschieden ist. Wie wir dann sehen werden, nimmt die 
Ebene & eine besondere Lage ein, “oder die Flšche WY hat eine be- 
ssondere Form. kdo 


o m 
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Nehmen wir an, dass die Ebene ® mit den Leitgeraden p, und 
Pz parallel ist. Die Flache ©%,, hat nun eine reelle eindeutige Gerade 
im Unendlichen. Diese Gerade ist die unendlich ferne Gerade der 
Ebene @ oder, was dasselbe ist, der Strahl der Kongruenz H, in der 
unendlich fernen Ebene. Die Gerade fo (vgl. Abb. 9.) ist mit der 
Geraden p, parallel. Die Symmetrieebene € (die Bildebene) schneidet 
die Flache 03, in einer Parabel, deren Achse senkrecht auf die Ge- 
rade p, ist, demnach bertihrt sie die unendlich ferne Ebene in 
einem Punkte auf der Geraden p,. Beide Asymptoten a, und a, 
fallen in die unendlich ferne Gerade der Ebene &. Alle iibrigen 
Ebenen, die durch die Gerade p,, gehen, schneiden die Flache 
dva ebenfalls in Parabeln, die die unendlich ferne Ebene in 
Punkten auf der Geraden p, beriihren. Demnach ist die unendlich 
ferne vierdeutige Gerade p, eine Torsalgerade der Flache. Die 
unendlich ferne Ebene ist Torsalebene der Flache. Die unendlich 
ierne Kurve dieser Flache besteht aus der reellen vierdeutigen 
Geraden, auf der die absoluten Doppelpunkte liegen, und einer 
reellen eindeutigen Geraden. Es ist leicht zu ersehen, dass solch 
eine Flache jeder der drei Arten II. III. und V. angeh6ren kann, 
gerade wie die allgemeine aufrechte Flache ®%,,;. Ausser dem 
Bischel von oo! Kreisen in den parallelen Ebenen, die durch die 
Gerade p, gelegt sind, gibt es noch einen Kreis in der Ebene 2. 
Ausser den genannten oo! Kreisen, ist das zugleich die einzige zir- 
kulare Kurve auf einer solchen Flache. Dies darum, weil alle zur 
Ebene @ parallelen Ebenen hier durch die unendlich ferne eindeuti- 
ge Gerade der Flache gehen. Es sind also alles Kegelschnitte, von 
denen jeder andere Punkte im Unendlichen hat, daher gibt es nur 
einen, der durch die absoluten Punkte dieser Geraden geht, und 
das ist der Kreis in der Ebene 7. 

Mit Hilfe einer besonderen Form der Flache WY erhalt man 
Flachen ®*,q , die als unendlich ferne Kurve eine reelle vierdeutige 
Gerade und zwei isotrope vierdeutige oder achtdeutige Gerade ha- 
ben, wovon an anderem Ort die Rede sein wird. 


PLOHE 3. REDA SA CETIRI DVOSTRUKE TOCKE 
Dominik Palman, Zagreb 
Sadrzaj 


Kubna inverzija je takva prostorna transformacija, u kojoj su 
pridružene točke konjugirane s obzirom na neku plohu Y 2. reda, 
a ujedno leže na zrakama neke linearne kongruencije H. Nekoj 
ravnini $ odgovara u takvoj inverziji opća ploha @, 3. reda. Ako 
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su ravnalice linearne kongruencije H konjugirane polare plohe y, 
tada je ploha 0%, koja odgovara nekoj ravnini ®, ploha 3. reda s 
četiri dvostruke točke. 


U prvom dijelu radnje pomoću takve prostorne transformacije 
dobili smo i opisali sedam vrsta takvih ploha, koje su svrstane 
prema realnosti njihovih dvostrukih točaka i pravaca. U nastavku 
su izvedena neka svojstva takvih ploha, koje prolaze apsolutnom 


čunjosječnicom. Na kraju su opisane i takve plohe 3. reda sa četiri 3 


dvostruke točke, od kojih dvije padaju u točke na apsolutnoj čunjo- 


sječnici i izvedeni su neki stavci u vezi s takvim plohama. 


(Primljeno 13. IV. 1954.) 


a 
= 
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IZ DRUSTVA MATEMATIČARA I FIZIČARA N. R. HRVATSKE 


ODRŽANI KOLOKVIJI 


12) 7. IV. 1954. Dr. K. Kranjc: Proučavanje polidisperznih koloidnih 
sistema pomoću ogiba rentgenskih zraka pod malim 
kutom. 


Teorija ogiba rentgenskih zraka pod malim kutom na polidisper- 
znim koloidnim sistemima nastoji riješiti, kako utječe interferencija 
valova, raspršenih na pojedinim česticama, na prostornu raspodjelu in- 
tenziteta raspršenih zraka. Budući da taj utjecaj ovisi o razmacima 
među česticama, provedeno je eksperimentalno istraživanje utjecaja 
sistematskog približavanja čestica (ili povećanja prividne gustoće uzor- 
ka) na oblik krivulje intenziteta sitno dispergiranog aluminijevog hi- 
droksida, i na intenzitet raspršene radijacije. Prikazani su rezultati tog 
istraživanja. Uspoređene su također dvije metode kvantitativne analize 
ogiba, Hosemannova i Porodova, i zaključeno je, da se obje metode mogu 
primijeniti na ovakve sisteme, premda traže različite hipoteze o uzorku 
i vode do različitih fizikalnih veličina. Ovaj zaključak je potvrđen elek- 
tronsko-mikroskopskom slikom uzorka i logičnošću dobivenih rezultata. 

Istraživanje je provedeno u Fizičkom institutu Prirodoslovno-ma- 
tematičkog fakulteta. 


13) 14. IV. 1954. Stručno-pedagoško veče: 


Prof. I. Smolec: Pojam _skupa u srednjoškolskoj na- 
stavi matematike. 


14) 21. IV. 1954. Dr. M. Paić: Elektronski mikroskop Instituta »Ruder 
Bošković« 


Ukratko su izneseni temeljni zakoni elektronske optike. Rastuma- 
čena je konstrukcija i rad elektronskog mikroskopa, koji je nabavljen 
ove godine za Institut »Ruđer Bošković«. Pokazane su brojne elektron- 
sko mikroskopske slike, dobivene ovakovim mikroskopom. Istaknuto je 
da nabavljeni mikroskop treba služiti potrebama naučnih istraživanja, 
koja se odvijaju i izvan okvira Instituta. 


15) 28. IV. 1954. Dr. Ž. Marković: Henri Poincaré, povodom 100-godi- 
šnjice rođenja. 


16) 5. V. 1954. Dr. R. Vernić: Numeričko rješavanje općeg problema 
triju tijela. 

Pri, numeričkom rješavanju općeg problema triju tijela moramo 
poći od dvije činjenice: da uz nezavisnu varijablu t ne postoje redovi 
potencija, koji bi za sva vremena prikazivali gibanje, i drugo: da oblik 
Newtonovih diferencijalnih jednadžbi zbog osobite isprepletenosti vari- 
jabli nije prikladan za rješavanje metodom neodređenih koeficijenata. 
Prva se poteškoća rješava time, što se transformacijom nezavisne vari- 
jable na regularizablu ili uniformizablu Sundmanova tipa, koju je autor 
uveo 1951., dobivaju stalno i uniformno konvergentni redovi, koji pre- 
dočuju opće rješenje problema. Druga se poteškoća rješava iskorišta- 
vanjem okolnosti, da je metoda rješavanja beskonačnim redovima u 
biti metoda sukcesivnih aproksimacija. Zato se ponajprije neznatno pro- 
mijene same jednadžbe, da nestane nezgodne isprepletenosti i time se 
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dobiva prva aproksimacija. Dalje se aproksimacije izračunavaju iz ne- 
promijenjenih diferencijalnih jednadžbi bez poteškoća. Postupak sam 
završava uz datu točnost računa nakon određenog broja koraka. Naj- 
zad se za usporedbu računa primjer K. Bohlin 1923. — J. Zumkley 1941., 
ilustriraju moguće kontrole i ispituje brzina konvergencije. 


17) 12. V. 1954. Struéno-pedagosko veče: 
Prof. S. Grubić: Optika zrcala (Katoptrika). 


18) 19. V. 1954: Dr. V. Niče: O sfernim krivuljama. 


Služeći se činjenicom, da je sferna slika tangenata svake kugline 
kružnice jedna njena glavna kružnica i da svaka glavna kružnica kugle 
dijeli njenu površinu na dva jednaka dijela, dokazuje predavač ovaj 
poznati Fenchelov stavak: Sferna slika tangenata svake glatke zatvo- 
rene sferne krivulje dijeli površinu kugle na dva jednaka dijela. U 
ovom stavku sadržan je i poznati Jacobijev stavak, koji kaže, da sferna 
slika glavnih normala svake glatke zatvorene prostorne krivulje dijeli 
površinu kugle na dva jednaka dijela. Dokazujući dalje za sfernu sliku 
tangenata glatke zatvorene sferne krivulje da je ona envelopa sfernih 
slika tangenata (glavnih kružnica kugle) svih oskulacionih kružnica te 
glatke zatvorene sferne krivulje, nadopunjuje predavač pomoću toga po 
V. Avakumoviću izvedeni obrat Fenchelovog stavka ovako: Ako neka 
glatka zatvorena sferna slika tangenta od neizmjerno mnogo glatkih za- 
tvorenih sfernih krivulja na toj kugli. U daljem izlaganju osvrće se pre- 
davač na broj infleksionih točaka i šiljaka kod glatkih zatvorenih sfer- 
nih krivulja, kao i na onu sfernu sliku tangenata neke glatke zatvorene 
sferne krivulje, koja ima jednu dvostruku točku. 


19) 26. V. 1954. Veée slobodnih tema, saopćenja i razgovora: 

a) Dr. Đ. Kurepa: Prigodom 75-godišnjice rođenja Mi- 
lutina Milankoviéa (*16. V. 1879.), 

b) Dr. S. Bilinski: Jedna mjera deformacije kod to- 
poloskih preslikavanja ploha, 

c) Asist. V. Devidé: O jednom problemu vaganja, 

d) Asist. S. Kurepa: Jedno homeomorfno preslikava- 
nje poluotvorenog segmenta [0,1)- koje u [0,1)? leži 
svuda gusto. 


20) 2. VI. 1954. Asist. V. Devidć: Jedna klasa grupoida. 


Sustav aksioma, kojima je definirana grupa, oslabljen je na taj 
način, da u pojedine relacije ne ulaze sami varijabilni elementi danog 
skupa S, u kojem je definirana neka binarna operacija, već određene 


njihove uzajamno jednoznačne funkcije, t. j. preslikavanja skupa S na. 


sama sebe. Ta se preslikavanja kasnije ograničavaju na automorfizme 
obzirom na danu binarnu operaciju. Primjerima je ilustrirano, da je 
tako definirana klasa grupoida obuhvatnija od grupa. Dalje su izvo- 
đeni neki stavci, koji vrijede za tako definiranu klasu grupoida (»pseu- 
dogrupe«), a odgovaraju analognim stavcima za grupe, na pr. stavak o 
rastavu pseudogrupe na lijeve i desne klase po nekoj podpseudogrupi; 
stavak o ekvivalenciji »lijevo-« i »desno invarijantnosti« podpseudo- 
grupe kao posljedica izvjesne veze između spomenutih automorfizama 
i njihovih komutatora: stavak o pseudogrupnosti i homomorfizmu s da- 
nom pseudogrupom množenja klasa (kako je inducirano množenjem u S) 
rastava po invarijantnoj podpseudogrupi i t. d. Ukazano je na neke pro- 
bleme, koji se postavljaju u vezi s daljim izučavanjem pseudogrupa. 


> 
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21) 9. VI. 1954. Dr. B. Maksić: Redukcija tlaka zraka na morsku ra- 
zinu. 


Pitanje metode redukcije tlaka zraka na morsku razinu nije na 
zadovoljavajući način još riješeno. Konferencija direktora meteoro- 
loških službi 1951. u Parizu ukinula je sve dotadašnje rezolucije o me- 
todama redukcije, a Komisija za instrumente i metode motrenja Svjet- 
ske meteorološke organizacije 1953. u Torontu preporučila je jednu me- 
todu, koja vrijedi samo za niske stanice, a sigurno ne zadovoljava za 
stanice, čija nadmorska visina prelazi 150 m. Predavač predlaže metodu, 
koja se može upotrebiti za područje, u kome postoje dvije dosta bliske 
stanice na različitim nadmorskim visinama (primjer: Zagreb—Sljeme). 
U tu svrhu upotrebljava efektivnu temperaturu sloja zraka od Zagreba 
do Sljemena. Pokazuje kako se pomoću te temperature dolazi do po- 
trebne barometrijske srednje temperature i na jednom izrazitom pri- 
mjeru ukazuje na prednost te metode prema onoj, koja je do sada kod 
nas upotrebljavana. 


RJEŠENJA ZADATAKA 175, 177, 178 


175. Dokaži da za svaki trokut sa stranicama a, b, c i kutovima 
a, B, » vrijedi 
4=(br—eB?"+(ea—ay)*+(aB—ba)? See 
m (a+b+e)? Aa. 
(Procjena se ne može pooštriti.) 
Zadatak s rješenjem dostavio D. Blanuša, Zagreb, riješio ga je i 
T. Leko, Beograd. Dajemo nešto preinačeno Lekovo rješenje: 
Bez smanjenja općenitosti možemo pretpostaviti 


(1) a>b>e, 

iz čega izlazi 

(2) arpry, 

jer je većoj stranici nasuprot veći kut. Dalje vrijedi 
(8) a+f,+y=a. 


Kako je izraz A homogen s obzirom na stranice, on ima istu vrijednost 
za slične trokute, pa možemo stranice podvrgnuti jednom uvjetu. Neka 
je dakle ' 

(4 a+b+c=z. 


Relacije trokuta daju 


: PLA 
(5a) as<b+c=z—a, dakle a5 
i analogno 
‘ TE PE 
GEO fee liccet vaste Re i SED 


Shvatimo li a, b, c kao komponente nekog vektora Ti, a kutove: a 
8, y kao komponente vektora re, i povučemo li te vektore iz ishodišta 
pravokutnog koordinatnog. sustava, njihovi vrhovi moraju zbog (8) i (4) 
ležati na ravnini x+y+z=z (sl. 1) i to u prvom oktantu. Relacije (2) 


m, 


p 
‘ 
Tears 


5 th 
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znače, da se vrh vektora re, nalazi u području trokuta AED, dok relacije 
(1) i (5a, b, c) ograničuju vrh vektora ru na trokut EDF. 
S obzirom na (4) može se tvrdnja u zadatku pisati 


Ab dao“ 


(6) mA = (ry X12)? Le 


No vrijedi | 
(7) ZS (ry X r2)? = Pri rs? sin? Pp, 


gdje je e kut, koji čine vektori ri i re. Vidimo iz e 1, da najveća mo- : 
guća vrijednost za ri? odgovara stranicama a = b = m/2, c= 0, dakle <. 


; . 2 
(8) (r)7) max ZA +b? P= = . 


Treba još naći najveću vrijednost od resin . 
Neka je w kut između re i osi x. Tvrdimo, da je o < v, dakle, jer 
su oba kuta očito manja od 2/2, ' a 


(9) sing <esiny. rae in 


Da se to im projiciramo lik AEDF centralno iz jshoaišta na i 
ničnu kuglu sa središtem u ishodištu. Dobivamo pravokutne sferne tr 


he A'EĐ i PDF prema sl. 2. (Radi jednostavnosti su u slici troku' 
) Točka 1 robod: k 
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jer je E'D' kao hipotenuza pravokutnog trokuta E’D’F’ najveca uda- 
ljenost dviju točaka u tom trokutu. 
Iz (10), (11) i (12) izlazi 

(13) PB Pe RE AP DI 

Opišemo li dakle kružnicu kroz A’ sa središtem u P’, bit će vrhovi D', 
E', dakle i cijeli trokut AED unutar te kruznice (osim vrha A’, koji je 
na obodu). Ovakav zaključak je valjan i na kugli, jer je sferni polumjer 
kružnice manji od z/2. Vidi se sada, da jedino udaljenost P’A’ dosiže 


polumjer kružnice, dok bi udaljenost svake druge točke trokuta A’E’D’ 
od točke P’ bila manja. Time je nejednadžba (9) dokazana. 


A’ £ 
4 


SI. 2. 


Promatrajmo dalje izraz resinw, koji znači udaljenost ishodišta 
koordinatnog sustava od projekcije točke P (vrha vektora rz) na ravninu 
(yz). Projiciramo li cijeli trokut EFD, u kojem se nalazi P, na tu 
ravninu, dobivamo kao projekcije točke E“ (2/2,0), F” (7/4, 2/4), D" 
(2/3, 2/3), kako se može lako izračunati. (Sl. 3.) Vidi se odmah, da je cijeli 
E" F"D" unutar kružnice s polumjerom 2/2, osim vrha E", koji je na 
toj kružnici. Najveća moguća vrijednost OP” je dakle 1/2, t. j. 

= TE 
(14) ro sin P < ro sin < 3° 


Na temelju (7), (8) i (14) dokazana je nejednadzba (6), koja odgovara 
zadatku. : 


Vrijednost desne strane relacije u zadatku postizava se u degene- 
riranom slučaju a=b, c=0; a=a, 6=y=0. Graničnim prijelazom se lako 
vidi, da postoje nedegenerirani trokuti, za koje je izraz A u zadatku 
toj vrijednosti po volji blizu. Procjena se stoga ne može pooštriti. 


177. Dva igrača igraju partiju neke igre u kojoj svaki ima istu 
vjerojatnost dobitka; treći je igrač za to vrijeme izvan igre. Dobitnik 
prve partije igra isto takovu partiju s trećim. Tako se igra i dalje 
nastavlja, t. j. igrač, koji je izgubio neku partiju, izlazi iz igre, a dobit- 
nik igra daljnju partiju s igračem, koji je upravo bio izvan igre. Po 
dogovoru pobjednik je onaj, koji prvi dobije uzastopce n partija. 
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Pita se: 

Ako je jedan igrač upravo dobio m partija uzastopce, 0<m<n, 
koje su vjerojatnosti pobjede svakoga od igrača? Specijalno, koliki, tre- 
baju biti ulozi igrača, da bi igra bila ravnopravna? 

(Za n = 2 zadatak se svodi na poznati la Poule-ov problem -vidi 
na pr. Poincarć, Calcul des probabilitćs, Paris 1923. p. 53. ili Borel-Delt-- 
heil, Probabilitćs, Erreurs, Paris 1942. p. 19.) 

Primjedbe. 

1) Kako broj partija nije ograničen, to nije dovoljno odrediti tra-. 
žene vjerojatnosti uz pretpostavku da one postoje, već treba dokazati. 
i njihovu egzistenciju. 

: 2) Kako postoje inogućsssti da igra ne završi, nije evidentno da je 
vjerojatnost takovog dogođaja jednaka nuli. 

Zadatak bi s rješenjem dostavio V. Devidé, Zagreb. 

1. Simboli ći,m,k), += 0, 1, 2, 3; m= 0,1, MS nz KE 2 Emeka 
označuju slijedeće vjerojatnosti: 

zai=0 -da ne će biti pobjednika. — 

za i=1 -da će pobijediti igrač, koji je dobio posljednju odigranu. 


partiju = 

zai=2 -da će pobijediti igrač, koji je 59 izvan igre u posljednjoj“ 
partiji — 

za i=3 -da će pobijediti: igrač, koji je: izgubio posljednju odigranu 
partiju + — 


— ako je jedan igrač upravo dobio m partija uzastopce, a do konca igre- 
preostaje još najviše k partija. 

Ako prvu igru igraju igrači A i B a Cc je izvan igre, onda = nji- 
nove ini s e za pobjedu prije početka igre biti 
(1) Sa (2,0, Da aac 0, "kb en 13:0, AVN -- u 


penn aw. roi 


2. Treba najprije okani da postoje dem 


(2.1) ire Nea i=0,12.3; m=0,1...n; 
zatim za. vi roj gi: sea Ika s “Ab Lude Sane q 
Gana ere so Os “0, m0, abe < java alot i} (2G 
i konačno, treba odrediti veličine Iranica gdi oko RE 


i 


3. Označimo li sa [i,m,k + 1], 421,23 DE litij jo 
... vjerojatnost da će igraču, koji ima vjerojatnost li, m, e+ 1}(viai Lp 
dobitka si dk Pie perjija € a ti ee RR ina 


rojatnost 
e b ht lige 


i Tu Ka a ¢ 


= 


aj. * 


pili iu 
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4. Očito je (totalna i složena vjerojatnost) 


44.) (0.0.4) = 2 {o.1,4—a) He 2 oneal a [oes 


odakle zbog 3. za k > 0 slijedi 
(4.2) (0,0) = (0,1). 
Analogno je za j=1,2,... (n—1) 


«a fu = fos} 3 fox} 


“odakle zbog (4.2) slijedi 


(44) {0,0} = {0,1} = {0,2} =...=(0,n—1) = (0,n); 
no (0, n) = 0, pa je uopće 
(4.5) {0, m) =0. 


Time su i jednadžbe (2.2) dano 
5. Analogno sustavu (4.3) vrijede slijedeći sustavi jednadžbi 


(5.1) {1 i=3 elt + 45 3 (s, i). 
(5.2) {2, jeg KI 2 (80 i i} + ai a 1} 
A 


(5.3) 13.4) AO at oJ? “i, NE E ay 
Uvrstavanjem iz (5.2) i (5.3 sy dida ako jos ‘radi jedinstvenog pisa- 
nja uvedemo oznake 12, n+ib= pages Rai n+it=—41L1t: 


: jm OI a 1) 


it» 


SE 


i ss 125) = i foj42h + +5 La) +3 feat | ae 


JO, A, 5 ore na —1) 


1 69) fip= 5 fit3] + sede ater 


_-Mnozimo li,r- tu od eis $8 =, Br. jeu EBaŽih (5.1), (5.4), (5.5) 
g 2 ron, e dobivene. jednadžbe, izlazi | 


: Pg Ba eee Mi onak 
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Jednadžbe (5.14), (5.4b), (5.5b) izražavaju tražene veličine li, mhk, 
pi MD SINE 2, 35. ..m kao funkcije od 4i, m’}, i=1, 2, 3; m = Oh, it 
čime je zadatak sveden na određivanje tih 6 veličina. (Iz istih se jedna- 
džbi vidi da {i, mt, m > 1 samo preko di, m’}, m’ <1 ovise o 1.) 

6. Za s=n daje (5.4b) i (5.5b) uz uvedene oznake 

2”.3(1—(— 1)") {2, 0} +[271.(—1)" +4] (2,1) — 
(6.1) > [2 (st = 2) fa 
2". 3(1—(—1)") {3,0} +2" 1-3 (1 + (— 0") (83,1) — 
(2) —([2" 13 —(— 1") —4] {1,1 — [2" (8 — (— 1") — 212, 1} =0. 

Za s=lis=n daje (5.1a) 

(6.3) 41,1 P= 2 11, 0}— 13,1} | 

(6.4) nee 1 2d 1 Ot” — 143, 1h 
(3.4) daje prijelazom na limes zbog (4.5) 

(6.5) 41,0}+ 42,0$+4+ 43,0$=1, 

(6.6) 41, 1$ +42, 1} 4+ 13, Of = 1, 

Iz (1.1) slijedi prijelazom na limes 
(6.7) 41,0} = 42, He 

(6.3) i (6.4) daje zbog (6.7) S 
(6.8) 210,2" 12 o=1+e"—»)s, 1) 

(6.9). pa iLif=1+(2!—Dis,1). > 
Dalje je zbog (6.5) i (6.8), te (6.6) i (6.9) SS 
(6.10) 21180) = ca"! — 1) — 2" — 1) 3,11 
: n—1 [ = n—1 2 Ce Poi as n— 
Gy ZN —@"'—y-@"—1)8, a2 133,0): 

Uvrštavanjem (6.1) do (6.11 6.1 - 
Peau aactno & ) u (6.1) ili (6. 2) dobivamo nakon sredi- 

A ane ae ETS ž s 

(6.12) | (3, mae a. a 
B52 — BL H> D2t)—8 BR. 

Uvedemo li radi kraćeg pisanja oznake Ree 
ceca ee oe Se PH g—a—am Dr 

slijedi : 12) porn Baš x irs «ot Dash zo , S 


en SY A 


pa 


(6.18) 1, ef = (tez — 5) N= 3) 

(e I. n+ os + : 3 5 

(6.19) o et Ne 1) 
(6.20) ca “| as (ee pt gs tt 1) ay pe. ost +k 1]M. 


Posljednje tri jednadžbe po pretpostavkama vrijede za s=1,... 
n, no direktnim uvrštavanjem lako se može usporedbom sa (6.15) i (6.17) 
provjeriti da vrijede i za s = 0. Prema tome daju jednadžbe (6.18) do 
(6.20) sa (6.13) opće rješenje postavljenog problema. I za njih vrijedi, 
da vjerojatnosti koje izražavaju, uz čvrsto s s rastućim n teže prema 1/3. 
= 
3 
its. Neka se nađe suma reda y ZET 
n=l 
S rješenjem dostavio D. Ugrin-Sparac, Zagreb. Rješenje je poslao T. 
Leko, Beograd. 
Zbroje li se Mittag-Lefflerovi razvoji za trigonometrijski i hiper- 
bolni kotangens, t. j. 


yao 

(1) Ketgts = — — V 5 < 5 

Z ya nE 

n=1 

1 co 
(2) aethaz = sA E S = =? 

Z {jens 

n=1 
izlazi, da je co 
1 sad s 
ae 1s El iri (ctgzz + cthzz). 
n=1 
Stavimo li z= Vi, dobivamo poslije nešto računa 
er 1 , mv2 shay2 4+ sinn/2 
=—-. + = = 0,578. 
3) » nost 2 4 cha \2 — cos 2. 
n=1 
Ugrin-Šparac upotrebljava ovaj rezultat, kao i jednostavniju for- 
mulu 2 1 1 2 
(4) Meta oS aod =r 3 ctha= 1,077, 
an=1 
sadržanu u (2), da odredi vrijednosti dvaju određenih integrala služeći se 
pri tom formulom pe ee, 
f(s) = ie zida s 
I (s) e*—1 


Oe 
poznatom iz teorije zeta-funkcije. Ta formula vrijedi, ako je realni dio 
varijable s veci od 1. A 

Vrijedi dalje 


n=1 n=1r=1 r=1 mii 
(7) co o +1 ai 
= r+1 Ta (— 1) x2t—l dx icy 
-\i 1) cane) ev ex — 1 
T=L : r=10 
es VA (> 1 42 dx | sin x dx 
ce (2r—1)! ex—1 °° J ex—1 
0 


160 


moje pm ma 


dakle, s obzirom na (4), 


( sin x da 1 m 
|\zr ee 


0 
Sasvim analogno se vidi, da je 


il \ (=i Tart x | shx \i —sinx Vi 


Yip BAN ee dx = 
(47d let 1) ak, PA 
0 


2 sh. 2 00 V2 (e —1) 


— (si 2 VŽ hp av2 _ x\2 a0 |e 
a 2 
6 =< 
=| sinxchx — shxcosx d 


elš—1 
ili, zbog (3), 


ginxehx—shxcosx : 1 a2 shay2 + sina v2. 
—. Fx = — — + —— —————— 
oth ex © = 2 4 ch \'2 — cosay2 
5 U A on y = 2 in k 
Izvršene izmjene znaka sume i integrala mogu se bez teškoće opravdati. 


ofa st? oF 


9 0 ZADACI © + maa 


a 185. Neka se nađe opće rješenje sistema x > ' ke 4 
ZANE ee 1+1+4+B=C4+C, coe ee 
; k Brook ghee tag a scott hates AB + BS = zada eee isi Sl 

go ae? (D+ E+ Poe sae ual? hee 
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